Funkcje Analityczne

10.02.2023

e Prosze pisaé¢ rozwiazanie kazdego zadania na osobnej kartce.

e Kazda kartke prosze podpisa¢: imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem
grupy ¢wiczeniowej lub nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia.

Zadanie 1. (10p.)
Oblicz catke

/ cos(x) .
oo L+ x4 22
Zadanie 2. (10p.)
Niech P(z) = 2% + 427 — 22 + 82 + 1.
(a) Wyznacz liczbe pierwiastkéw wielomianu P w pierécieniu {z € C: 1 < |z| < 3/2}.
(b) Pokaz, ze P ma 4 pierwiastki w {z € C: Re(z) > 0}, przy czym dwa w pierwszej ¢wiartce.
Zadanie 3. (10p.)

Oznaczmy H; = {z € C: Im(z) > 0} oraz Q = H; U D(0,1).

z—1
z+1°

(b) Znajdz odwzorowanie biholomorficzna przeprowadzajace Q na D(0,1).

(a) Wyznacz obraz obszaru Q przez homografie h(z) =

Zadanie 4. (10p.)

(a) Niech @ C C bedzie obszarem, ktéry zawiera jednostkowy dysk domkniety D(0,1). Zalézmy, ze
f € H(Q). Pokaz, ze istnieje stala ¢ taka, ze dla dowolnego |(] < ¢, réwnanie

z2=(-f(z)
ma doktadnie jedno rozwiazanie z¢(¢) na dysku D(0, 1).

(b) Pokaz, ze dla || < ¢, gdzie ¢ jest taka jak w poprzednim punkcie, zachodzi nastepujaca réwnosé

20(¢) = i % : [(i)n_lgn(d] |2=0,

gdzie g, (2) = f(2)"(1 —£f'(2)).
Wskazdwka: Policz na dwa sposoby calke faD(o 1z —};((j)) dz, gdzie F(z) = z — (f(2).

Zadanie 5. (10p.)
Dla R > 0 niech Qg = {z € C: |z| > R}. Rozwazmy funkcje holomorficzna f(z) = 22 + 62 + 1.
(a) Pokaz, ze istnieje Ry > 0 takie, ze na obszarze Qg istnieja dokladnie dwie galezie pierwiastka
kwadratowego z funkcji f.
Uwaga: Galezia pierwiastka kwadratowego z funkcji f na Qg nazywamy funkcje ciagla g okreslona
na Qg, ktéra spetia g(2)? = f(z2).



iech ¢g oznacza galaz pierwiastka kwadratowego z f okreSlong na Qg,, ktéra przyjmuje wartosé
b) Niech taz pierwiastka kwadrat kresl Qr,, kté jmuj 08¢
rzeczywista dodatnia w punkcie z = 2Ry. Pokaz, ze funkcja h(z) = @

nieskonczonosci.

ma usuwalng osobliwos¢ w

(c) Niech g bedzie taka jak w poprzednim punkcie. Zalézmy, ze

g(z) = Z apz”

jest rozwinieciem funkcji g w szereg Laurenta na Qp,. Wyznacz wspétczynniki ag, a1, a_1.
(d) Wyznacz wartosé catki faD(o 2Re) g(z) dz (okrag, po ktérym catkujemy, jest zorientowany dodatnio).
Zadanie 6. (10p.)
Zalézmy, ze f: D(0,1) — D(0,1) jest holomorficzna.
(a) Pokaz, ze dla dowolnych z1, zo € D(0,1) zachodzi
f(z1) = f(22)

L — f(21)f(22)

21 — 22

X

1—712’2

Podpowiedz: Dla ustalonego z; ztéz f z odpowiednia homografia i skorzystaj z lematu Schwarza.
(b) Pokaz, ze dla dowolnego z € D(0, 1) zachodzi nieréwnosé
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Zadanie 1. (10p.)
Oblicz catke

/ cos(x) .
oo L+ 2+ 22

Rozwigzanie:

Dla ustalonego R > 0 rozwazmy dwie drogi: odcinek [—R, R] oraz tuk yg = {R - exp(it): t € [0, 7]}.
Rozwazmy réwniez cykl I'r = [-R.R] + vg.

Zauwazmy, ze

+oo . R .
/ %dx: lim Lm)zdx: lim Re/ Mdz'
R B R—oo J_pl+z+a R—00 -rR 1l +z+z2
Catke fFR fj:(iz)? dz liczymy z twierdzenia o residuach. Funkcja podcalkowa ma dwa bieguny z; =
_1%“/5 oraz zo = _:L_T“/g Mamy
Indr,(z2) =0, Indr,(z1)=1, dla R > |z].
Zatem
/ P02 i Res (eXP@@Ql) .
rpltz+2z 1+2+2
Mamy
. . . —i—V3
Res 7exp(zz) z1 ) = lim (2 — z1) exp(i2) = exp(iz1) = o ( 2 ) =
1+ 2+ 22’ P (z—21)(z —22) 21— 29 i3

_ exp(v/3/2) (cos(1/2) — isin(1/2)) _

iv3
-exp(v/3/2) (sin(1/2) — icos(1/2))

&l

Czyli dla R > |z1| mamy

/F P02) g, 2T exp(v3/2) (cos(1/2) + isin(1/2))

R L+z+22 V3
Oszacujmy teraz catke va ff;:’_i)z dz. Mamy

N

/ exp(iz) i /” exp(iRe') - R-i-e'
———dz| = . ,

yr 1+ 2+ 22 o 14 Reft + R2e%t

<R /” lexp(iRe™) - t| R /’T exp(—Rsin(t)) - |¢]

SO ) T+ Ret 1 REezt] 7)) L+ Revt + Reezr| @S

a

dt
[T + Reit + R2e2it|

< R-exp(—R) - 71'/
0
Oszacujmy teraz mianownik. Z nieréwnoéci tréjkata mamy
|1+ re" + R?*| > |Re" + R*¢*'|-1=R-|1+ Re"| -1>R(R-1)-1=R*-R—1.

Zatem

0.

: _p)2
/ exp(iz) is| < Rexp(—R)7* R—oo
1+ 24 22 R2-—R-1

T




Podsumowujac

o0
[m1+x+x2

cos(z)

dm = lim Re

R—oo

R—oo

/ _expliz) o
Crm 1Tzt

exp(iz) . 2m :
J T = eV eos(1/2),
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1 Rozwigzanie zadania

1.1 Czesé (a)

Na wstepie stwierdzmy prosty fakt - liczba pierwiastkéw P(z) na rozpatrywanym pierécieniu jest réwna liczbie pier-
wiastkéw o module mniejszym niz 3/2, minus liczba pierwiastkéw o module mniejszym niz 1.

Obydwa te zbiory sa obszarami ograniczonymi przez okregi |z| = const, naturalnym narzedziem do znalezienia liczby
miejsc zerowych wiec bedzie twierdzenie Rouchego. Aby z niego skorzystaé, musimy najpierw postanowi¢ jakimi funk-
cjami bedziemy przyblizaé¢ P(z) na poszczegblnych okregach.

Zacznijmy od mniejszego okregu, |z| = 1. Modul wszystkich poteg z jest tam réwny 1, mozemy sie wiec spodziewaé, ze
nasza funkcja bedzie dobrze si¢ przyblizaé przez skladnik o najwieszym wspotczynniku przy nim - 8z. Sprawdzajac, czy
jest to stuszne zalozenie, faktycznie dostajemy

|P(2) = 82| = |22 + 427 — 22 + 1| < |22+ [427| + | = 22|+ 1| =1+4+1+1=7 < 8= 82],

a zatem, na mocy twierdzenia Rouchego, P(z) i 8z maja tyle samo pierwiastkéw na dysku |z| < 1. Jest to oczywiscie
tylko jeden pierwiastek.

Aby wybraé odpowiednia funkcje dla przyblizenia P(z) na okregu |z| = 3/2 spéjrzmy ponownie na poszczegdlne skladowe
wielomianu. Gdy patrzymy na wielomian na zbiorze postaci |z| = A > 1, intuicja méwi nam, ze wmodul calosci
bedzie najprawdopobniej dominowany przez wyrazy o jak najwyzszych potegach. Korzystajac jednak najpierw z (malo
precyzyjnego) szacowania 3/2 < 2 widzimy, ze na obecnie rozpatrywanym okregu

|2%] < 1427),

tak wiec zacznijmy od préby przyblizenia wielomianu P samym wyrazem 4z7. Dostajemy wtedy

3
2% = 2% 4 82+ 1 <[] 4 [2%] 4+ (82 + 1 < [%] + 3+ 124 1= (5)° + 16

(dla wygody oszacowali$my tutaj |22| z géry. Chcemy wiec teraz pokazaé, ze
3 3
(5)9 +16 < 4(5)7 = [427),

czyli réwnowaznie

9 L 2048
4 37
co jest prawda, poniewaz 37 > 35 = 81-81 = 6561 > 2048, wiec lewa strona nieréwnoéci jest mniejsza niz 3+ i. Sktadajac
wszystkie pokazane nieréwno$ci, otrzymujemy ostatecznie fakt, ze

< 4,

|P(2) — 427| < |427]

na zbiorze |z| = 3/2, tak wiec na mocy twierdzenia Rouchego, wielomian P(z) ma 7 pierwiastkéw na dysku |z| < 3/2,
jako ze 427 ma siedmiokrotny pierwiastek w zerze.
Laczac obydwa rezultaty, otrzymujemy, ze wielomian P(z) ma 6 pierwiastkéw na dysku 1 < |z| < 3/2.

1.2 Czesé (b)

Aby wykazaé ta czes¢ zadania, bedziemy chcieli skorzystaé z zasady argumentu. Bedziemy rozpatrywaé potokrag postaci
{z=0+iy,y € [-R, R} U{R(2) 2 0,]2| = R} =71 Uy,

gdzie orientujemy ~y;,v2 tak aby obiegaly ograniczony obszar zgodnie z naturalng orientacja C (tj. v1 idzie "od géry do
dotu").

Poniewaz P(z) jest wielomianem, to ma skoriczenie wiele miejsc zerowych i dla odpowiednio duzego R € R wszystkie
pierwiastki o czesdci rzeczywistej dodatniej beda mieécié¢ sie wewnatrz odpowiednio duzego pétokregu.

Aby méc skorzystaé z zasady argumentu, musimy pokazaé, ze P(z) nie ma zadnych miejsc zerowych na rozpatrywanej
krzywej. Zakladajac, ze R jest odpowiednio duze nie moze by¢ zadnych miejsc zerowych na 7,. Dla 3 mamy

R(P(iy)) =y*> +1>0,

tak wiec P(z) nie moze mie¢ miejsc zerowych na osi urojone;j.
Spéjrzmy teraz na przyrost argumentu wzdluz poszczegélnych krzywych:



Jak pokazaliémy przed chwila, obraz ~;, zawiera sie w prawej polplaszczyznie. Argument jest jednoznacznie okreslong
funkcja na tym zbiorze, tak wiec przyrost argumentu P wzdluz 7; jest rowny po prostu

arg(P(—iy)) — arg(P(iy)),

gdzie arg jest funkcja przyjmujaca wartosci z przedziatu (—m,7) Mamy P(z) = 2°[1 + ‘lzig — i—z + %g + Zig], a zatem,
korzystajac z tego ze argument iloczynu to suma argumentéw, wnioskujemy ze

arg(P(z)) — arg(z?) — 0

przy R — oo, poniewaz argument wyrazenia w nawiasie dazy do arg(l) = 0 dla |z| dazacego do nieskoriczonosci. W
szczegblnosci otrzymujemy, ze
arg(P(+iR)) — arg((+£iR)?) — 0.
Mamy wiec
. . . 159 . - 159 7T 7T
i S, (P(0) = fim (i) - Jim 61) =~ - 5
Analogicznie, dla tuku v otrzymujemy

= —T.

. o 9\ _ 1 _
ngnooAargﬂf2 (P(2)) = ngnooAargW(z )= R}l_rgo A9arg, (z) = 9.

Lacznie wigc mamy Aarg, ., (P(z)) — —7 + 97 = 87, a zatem dla dostatecznie duzych R ten pélokrag zawiera we

wnetrzu 5T = 4 miejsca zerowe P(z).

Aby pokazaé, ze dwa z tych miejsc zerowych leza w pierwszej ¢wiartce, pokazmy najpierw, ze P(z) nie ma pierwiast-
kéw rzeczywistych dodatnich. W tym celu nalezy rozpatrzeé przypadki:

e Dla z =0 mamy P(z) =1#0;

e JesliO <z <1, toa?<1azatem P(x) > 2+ 427 — 22 + 8z + 22 > 0;

o Jedlil < x,tox? < 2", azatem P(x) > 2" +32" +22 — 22 +82+1 > 0.

Teraz, poniewaz wspolczynniki wielomianu P(z) sa rzeczywiste, na mocy zasadniczego twierdzenia algebry otrzymu-
jemy ze zbiér pierwiastkéw P(z) jest niezmienniczy ze wzgledu na operacje sprzezenia. Innymi stowy zbiér pierwiastkow
P(z) jest symetryczny ze wzgledu na odbicie wzgledem osi rzeczywistej. Skoro nie ma pierwiastkéw lezacych na tej osi,
wnioskujemy ze po dwa pierwiastki P(z) musza leze¢ w pierwszej i czwartej ¢wiartce, co konczy dowdd.

Uwaga: Mozna tez pokazal, ze dwa pierwiastki leza w pierwszej ¢wiartce na inny sposéb - zamiast rozpatrywaé krzywa
ograniczajaca polowe dysku o czesci rzeczywistej dodatniej, mozna rozpatrywaé krzywe ograniczajace ¢wiartki kola (w
pierwszej i czwartej ¢wiartce ukladu wspdlrzednych). Ostatecznie, rozwiazania te wymagaja pokazania dokladnie takich
samych faktéw w nieco innej kolejnoéci - konieczne jest pokazanie, ze nie ma pierwiastkow rzeczywistych dodatnich
aby skorzysta¢ z zasady argumentu dla éwieréokregéw - tak wiec wybér jednej lub drugiej metody jest tak naprawde
wytacznie kwestig osobistych preferencji.

2 Zasady oceniania
Cze$é (a) jest warta 4 pkt, a czeéé (b) - 6 pkt. W ramach tych czeéci punkty sa przydzielone nastepujaco:

Za czesé (a):

o Za kazdy z okregéw |z| = 1, |z| = 3/2 jeden punkt za dobra strategie (powolanie sie na twierdzenie Rouchego,
sensowny wybor funkceji ktora przyblizamy P(z);

e Za kazdy z okregéow - poprawne pokazanie tezy - sprawdzenie zalozen twierdzenia i udowodnienie odpowiedniej
nieréwnosci.

Za czesé (b):

e 1 pkt za odpowiednie podejécie - powolanie sie na zasade argumentu i sensowny wybér konturéw;

o 1 pkt za pokazanie, ze P(z) nie ma pierwiastkéw na osi urojonej;

« 1 pkt za poprawne policzenie zmiany argumentu wzdluz pionowego odcinka (odcinkéw);

e 1 pkt za poprawne policzenie zmiany argumentu po tuku (lukach);

e 1 pkt za pokazanie, ze nie ma pierwiastkow rzeczywistych dodatnich;

o 1 pkt za poskladanie tych wszystkich krokéw (policzenie lacznej zmiany argumentu, uzasadnienie ze sa po dwa
pierwiastki w pierwszej i czwartej éwiartce).



Zadanie 3. (10p.)
Oznaczmy H; = {z € C: Im(z) > 0} oraz Q = H; U D(0,1).

(a) Wyznacz obraz obszaru € przez homografie h(z) =

z—1
T z41-

(b) ZnajdZ odwzorowanie biholomorficzna przeprowadzajace 2 na D(0,1).

(a)

Rozwiazanie:

Aby wyznaczy¢ obraz obszaru (), wyznaczymy osobno obraz H oraz obraz dysku jednostkowego
D(0,1).

Zauwazmy, ze wspélezynniki funkcja h sa rzeczywiste, zatem h(R) = R, poniewaz obrazem
prostej R bedzie prosta lub okrag. Zatem h(H) = H, lub h(H,) = H_ = {2z € C: Im(z) < 0}.
Mamy h(i) = i, czyli h(H;) = Hy.

Policzymy teraz obraz dysku jednostkowego. Skoro h(—1) = 0o, oznacza to, ze obrazem 9D(0, 1)
bedzie prosta. Aby wyznaczy¢ te prosta, liczmy wartosci h w innych punktach z 9D(0,1).

Zatem, h(0D(0,1)) = {z € C: Re(z) = 0}. Dodatkowo, h(0) = —1, zatem h(D(0,1)) = {z €
C: Re(z) < 0}.

Podsumowujac,

h(Q) = h(H;) U R(D(0,1)) = {z: Im(2) > 0 lub Re(z) < 0}.

Alternatywnie, mozna bylo przedstawié¢ h jako zlozenie translacji, inwersji i jednoktadnosci i
wyznaczy¢ kolejno obrazy zbioru €.

Wybierajac galaz funkeji argument tak, aby arg(z) € [0, 27), mozemy zapisaé

Q={zeC\{0}: arg(z) € (0,3/2m)}.

2/3

Niech f bedzie galezia funkcji z — 2°/° na obszarze (2, ktora spelnia

f(z) = exp (2/3 - 1og(2))
gdzie log(z) = In |z|+i-arg(z). Funkcja f jest dobrze okreslona i holomorficzna na §2. Dodatkowo,
mamy f(Q) =H, ={z € C\ {0}: arg(z) € (0,7)}.
Rozwazmy teraz homografia g(z) = 225. Wowczas g(H,. ) = D(0,1). Zatem (go f)(Q2) = D(0,1).
Dodatkowo, oba odwzorowania sa biholomorficzne, tzn. kazde z nich jest jest holomorficznym
homeomorfizmem, ktérego odwrotnoéé tez jest odwzorowaniem holomorficznym.
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Funkcje Analityczne — egzamin termin zerowy

26.01.2023

e Prosze pisa¢ rozwigzanie kazdego zadania na osobnej kartce.

e Kazda kartke prosze podpisa¢: imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem
grupy ¢wiczeniowej lub nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia.

Zadanie 1. (10p.)
Oblicz catke

/27T do
0 2+cos(f)
Zadanie 2. (10p.)

Wyznaczyé liczbe pierwiastkéw wielomianu P(z) = 28 — 132° + 7 w:
(a) pierécieniu 1 < |z] < 3;
(b) pélplaszezyznie {z € C: Re(z) > 0}.

Zadanie 3. (10p.)

(a) Pokaz, ze homografia postaci

z+b
h(z) = T d

przeksztalca dysk jednostkowy D := D(0,1) na obszar H_ = {z € C: Re(z) < 0} wtedy i tylko
wtedy, gdy b = —d oraz |b| = 1.

(b) Dla dowolnie wybranych punktéw p € D, ¢ € D \ {0}, pokaz, ze istnieje holomorficzna suriekcja
f: D— D\ {0}

taka, ze f(p) = q.

Zadanie 4. (10p.)

Niech @ C C oznacza domkniety czworokat (razem z wnetrzem) o wierzchotkach 41, (1 +iv/3)/2 oraz
niech Q = C\ Q. Rozwazmy nastepujaca funkcje na obszarze (2

z—1

&) =271

(a) Niech v bedzie okregiem o $rodku 0 i promieniu 2 ze standardowa orientacja. Wyznacz warto$é
catki ,
/ ')
5 f(2)

(b) Czy na zbiorze Q istnieje holomorficzna galaz funkcji log f(z)? Innymi slowy, czy na ) istnieje
funkcja holomorficzna g taka, ze exp(g) = f?




Zadanie 5. (10p.)
Zal6zmy, ze funkcja F(z) jest funkcja meromorficzna na C, ktéra ma pojedyncze bieguny w punktach
z € ZLgp oraz spelnia:
1. F(z4+1) =2F(z), dla z € C\ Zgo,
2. F(1)=1

Wyznacz Res(f, k), dla k € Zo.

Zadanie 6. (10p.)
Zal6zmy, ze f jest holomorficzna na D(0,1) oraz spetnia f(0) = 0, Re f(z) < 1. Pokaz, ze spelnione sa
nastepujace nieréwnosci:

Page 2
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Reguty punktacji: ogdlnie zadanie nie sprawito problemu.
Za drobny bfad rachunkowy lecz poprawne rozumowanie

odejmowatam okoto 2 pt (A. Katamajska)
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Informacja o punktacji: czesci a) oraz b) byto oceniane maksymalnie po 5pt.
Zadanie ogolnie nie sprawiato duzych problemow.
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Zadanie 3 - metoda geometryczna
Metode zaproponowal pan Kamil Ciebiera.

(a) - pokazujemy tylko cze$é¢ “ ="".
Wiemy, ze kazda homografia zachowuje sypetrie wzgledem okregéw wielkich, ponadto

H:5%0,1) — iR.
Niech
2= Sg(=b), S (—d),
gdzie Sg1(-) to symetria wzgledem okregu S'(0,1). zatem h(z}) i h(—b) = 0, oraz h(z3) i
h(—d) = oo sa wzajemnie symetryczne wzgledem iR, to znaczy
Sir(0) = h(z]) oraz Sir(oco) = h(z]),

gdzie S;r to symetria wzgledem prostej ¢R. Poniewaz 0,00 € iR, zatem sa one symatryczne
wzgledem siebie, co oznacza, ze sa one tym samym co ich odbicia symetryczne:

Sir(0) =0 = h(z]) oraz Sir(co) =00 = h(z3),

stad —b i —d sa tym samym co ich odbicia symetryczne wzgledem S', czyli punkty te naleza
do S*:
h(=b) = h(2}), h(—d) = h(z}) = 2} = b, 25 = —d = —b,—d € S*.

To daje |b| = |d| = 1.

Teraz pokazmy, ze b = —d. Skoro d € S', to h(d) = % = %—I— %3 € iR, ma czesé
rzeczywista zero, co daje re(g) = —1. Wtedy
b b
—est -) =1,
pi oraz re(d)
co implikuje ze im(g) =0, a stad % =-1,b=—-d

(b) Rozwazmy nastepujace przeksztalcenia:
e fi = h - homografia z punktu (a);
o fup(2) :==az+1b, gdzie a,b € R, a > 0 - przeksztalcenie afiniczne. Widzimy, ze

—1,na

fapt H- "5 H_,
dla H- = {z:rez < 0};
o f3(z) = e*. Widzimy, ze f3: H_ — D(0,1) \ {0}, wzajemnie jednoznacznie.

Definiujemy
1-1,na

F(z):= fso fapo fi(z), F:D = D\{0},

wzajemnie jednoznacznie. Teraz wystarczy dobraé a,b tak, aby F(p) = ¢q. Aby sie upewnié¢
ze tak mozemy zrobi¢, zauwazamy, ze musi zachodzi¢ warunek:

ah(p)+ib _

€ q



Poniewaz ¢ # 0, q lezy w pewnym obszarze gdzie istnieje holomorficzna gataz logarytmu (nie w
calym dysku lecz w jego podzbiorze). Mozemy zatem zlogarytmowaé obie strony nieréwnosci
powyzej wykorzystujac ten logarytm, co daje

ah(p) + ib =logq = a - re(h(p)) = re(logq), a - im(h(p)) + b = im(log q).
Réwnanie ma jednoznaczne rozwiazanie:

_ re(logq)

= relh(p))’ b=1im(logq) — a - im(h(p)).

Kryteria punktacji

Za rozwiazanie podzadan (a) i (b) mozna otrzymaé¢ maksymalnie po 5pt.
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Rozwigzanie pana Mateusza Perlika
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Reguty punktacji: Za czes¢ a) i b) mozna dosta¢ maksymalnie po
5pt.



FA N Egz@ 2022/61 (24

A)

\ Eg:z.—wli (Am (24_(-) '(‘(Z“%Q)

e CZ{O Liwr (z k) ngﬁ” lowe (=i v 2z (=z+4)
S e Zem W R R 4
F‘C'.Z."rk'*/() ‘EL.)__ p T«
— LLW\ Cz«e’h’\)/ (a0 o (b ey m(_ k)(-k*‘l)»-,(;-ﬂ = o C..({)
% -l Fuw of s feeleatzg

j@,ﬁ;{ i/‘Ol- =7 Q:OEETO(,

17: to . Riwowme o osebl  ucuww. ]2@6(&[1()3 %(_,(>1<

Informacja: Niektérzy z Pahstwa zauwazyli, ze jest to
funkcja Gamma. To zadanie raczej nie sprawiato problemow.
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Informacja o puktacji: Jesli kto$ z Pahstwa zauwazyt, ze chodzi o zastosowanie Lematu
Schwartza do jakiejs modyfikacji funkcji f, dostawat za tg obserwacje 0,5 pt.

Jesli dodatkowo zauwazyt, ze tg modyfikacjg powinna by¢ homografia, to bez wyliczenia
tej homografii dostawat dodatkowo okoto 3 pt, w zaleznosci od przejrzystosci argumentow.
Na og6t albo rozwigzanie konhczyto sie na tych obserwacjach, albo nastepowato petne
rozwigzanie.



Egzamin zerowy — Funkcje Analityczne

25.01.2024

e Prosze pisaé¢ rozwiazanie kazdego zadania na osobnej kartce.

e Kazda kartke prosze podpisa¢: imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem
grupy ¢wiczeniowej lub nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia.

e Czas pisania: 180 minut.

Zadanie 1 (10 p.)
Policz catke

/+°° rsin(rx)

———— dx.
oo X242 +5

Zadanie 2 (5 p.)
Zbadaé liczbe zer (uwzgledniajac krotnogei) wielomianu P(2) = 425 4+ 622 + 1 w pierécieniu {z € C: 1 <
|z| < 2}.

Zadanie 3 (15 p.)
Rozwazmy funkcje

f(z):eXp(mHQ)_ (24 1)(z - 3)

100 — 22 ) (2 —2i)(z +4i)

(a) (5 p.) Znajdz wszystkie punkty osobliwe funkcji f i okresl ich typ.
(b) (5 p.) Niech Q@ = {z € C: 3 < |z| < 4} oraz rozwazmy droge zamknieta v: [0, 1] — 2, dang wzorem
v(t) = % exp(4mit). Wyznacz wartosé catki

L J}’g’; dz.

(¢) (5 p.) Czy na obszarze (Q istnieje holomorficzna gataZ funkcji log(f)?

Rozwiazanie:

(a) Funkcja f jest holomorficzna na obszarze @ = C \ {24, —4¢,10, —10}. W punktach z = 24, —4i
mamy bieguny rzedu jeden. Aby okresli¢ typ osobliwosci w nieskonczonoéci, policzmy granice

lim f(z) =e?,

Z— 00

zatem w nieskonczonosci funkcja f ma osobliwo$¢ usuwalng. Pozostaje nam tylko zbadaé za-
chowanie funkcji f w otoczeniach punktéw z = +10.




Najpierw zauwazmy, ze

(10+z2> ( 11 1 11 1 >
exp| ——— ) =exp| -1+ — 4+ —= =

100 — 22 2 10—z 2 10+z2

=e!ex a ! ex LE
- Plo " 10-2 Pl 1042/

Zatem w pewnym otoczeniu V punktu z = 10 funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci

1o = (4 s )

gdzie funkcja h jest holomorficzna na tym otoczeniu. Na otoczeniu V mamy

+oo
11 1 117
eXp(Q'lo—z> _ZE'Qn(lo—z)w

zatem, korzystajac z charakteryzacji punktéw osobliwych w terminach szeregu Laurenta, wnio-
1

10—z

funkcja f ma istotna osobliwo$¢ w punkcie z = 10.

skujemy, ze funkcja exp 1—21 . ) ma istotng osobliwo$é w punkcie z = 10. W konsekwencji

Podobnie sprawdzamy, ze funkcja f ma istotna osobliwos¢ w punkcie z = —10.
Niech Z(f) i B(f) beda zbiorami zer i biegunéw, odpowiednio, funkcji f wewnatrz dysku
D(0, ). Na mocy zasady argumentu mamy

1 [
2mi J., f(2)

dz = Z Ind, (2)m(z) + Z Ind, (2)m(z),

2€Z(f) beB(f)
gdzie m(z) oznacza krotno$¢ f w punkcie z. Mamy

Z(f) ={-1,3}, B(f) = {2}
Dla z € Z(f) U B(f) mamy

Ind,(z) = 2,
oraz
m(z) = {1—1 . 2 g((;;
Podsumowujac,
L J;((ZZ)) dz = 2mi (2+ 2 — 2) = 4mi.
Gdyby na obszarze ) istniala holomorficzna galaz ¢ funkcji log(f), wéwezas funkcja ¢ byla-

by funkcja pierwotna funkcji fTI To by oznaczalo, ze dla dowolnej drogi zamknietej v w

mieliby$my / 2)
“) gy = 0.
v f(2)

W poprzednim punkcie znalezliSmy przyktad drogi zamknietej w €2, dla ktérej powyzsza catka
nie znika. Zatem na obszarze ) nie istnieje funkcja pierwotna funkcji fT W konsekwencji na
obszarze €2 nie istnieje holomorficzna galaz funkcji f.
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Zadanie 4 (10 p.)

Znajdz maksymalny (w sensie inkluzji) obszar, na ktérym caltka

definiuje funkcje holomorficzng.

Rozwiagzanie:

Zacznijmy zatem od rozstrzygniecia dla jakich z € C istnieje catka

1 2%t
/ © dt.
2t

Powyzsza calka istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje calka
! L exp (Re(22)t
/ dﬁ/ oxp (Re(=)t)

2—t
Zatem dla Re(z?) < 0 powyzsza calka jest nieskoficzona, a dla z € Q = {z € C: Re(z?) > 0},
powyzsza calka jest skonczona.

eth

2—t

— 00

Zadanie mozna rozwiaza¢ dwoma metodami: przy pomocy twierdzenia Weierstrassa lub twierdzenia
Morery. Omoéwimy najpierw rozwiazanie korzystajace z twierdzenia Weierstrassa.

Rozwiagzanie nr 1 korzystajace z twierdzenia Weierstrassa.

Korzystajac z jednego z twierdzen z wykladu stwierdzamy, ze dla dowolnych a < b < 2 calka

b 2%t
/ ©
o 2—1
definiuje funkcje holomorficzna na Q. W szczegdlnosci, dla kazdego n > 1 otrzymujemy funkcje
holomorficzng na €2 dang przy pomocy catki

1 ez2t
fn(z)z/_n%t dt.

Dodatkowo, dla kazdego z € €2 mamy

1 622t
lim fn(z):/ dt.

n—-+4oo — 0 Q—f

Na mocy twierdzenia Weierstrassa, jesli na zbiorze otwartym Q¢ C  funkcje f, zbiegaja niemal
jednostajnie, wowczas ich granica jest funkcja holomorficzna.

Ustalmy teraz dowolne r > 0. Jedli Re(22) > r, wéwczas dla dowolnych n,m € Z, takich, ze m > n,

mamy
-n €z2t
/ i
o 2—t

—n 2 —n
</ exp(Re(:)1) | 1 / ot
2—t n+2

—m —m

_ 1 1 (—rn —rm)<
T n+2 r € € =

1 1
n+2 r

n—-+o0o
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Stad, dla dowolnego € > 0, istnieje n > 0, ktére bedzie zalezalo od r, takie, ze dla dowolnego m > n
mamy
eZ

£a(2) — (2] = ’ =Y

< €.

Zatem, ciag funkcji f,, zbiega jednostajnie do swojej granicy na zbiorze {z: Re(z?) > r}. W kon-
sekwencji, f, zbiega niemal jednostajnie do swojej granicy na zbiorze () i granica jest funkcja holo-
morficzng na €.

7 racji tego, ze w zadaniu bylo pytanie o maksymalny obszar, to jako odpowiedZ mozna podaé
dowolng ze skltadowych spdjnych zbioru €, tj.

Q, = {2z € C: Re(z?) >0, Re(z) > 0},
Q_ ={z € C: Re(z?) >0, Re(z) < 0}.

Rozwiazanie nr 2 korzystajace z twierdzenia Morery.
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Przykladowe rozwiazanie zadania 1

Oczywidcie rozwazana w zadaniu funkcja z — z sin(mz) / (2°+22+5)
nie jest na prostej rzeczywistej catkowalna w sensie Lebesgue’a:

xsin(mx) n+0,75 T
dz > i - ‘—( d
/ ‘.CUQ + 21’ + 5 v ng /7;4_0’25 ’ Sln(ﬂ-x)’ 372 + 21‘ + 5 v

/n+0 ,75 i 1/2
40,25 x+2—|—5x—1_ n+s
Czynnik sm(m;) ma jednak na prostej rzeczyvvlstej ograniczona funkcje
pierwotna — cos(wxz)/7, a czynnik z /(2% + 2z + 5) jest dla |z > 2024
monotonicznie zbiezny do zera zarowno przy r — oo, jak i wtedy,

gdy * — —oo, wiec na mocy kryterium Dirichleta zbieznosci catek
niewtasciwych zbiezne sa calki niewlasciwe

/ xsin(mx) e
0 x?24+2r+5
O gsin(rx)
/ _LInTT)_ g,
o T2+ 2245
czyli zbiezna jest calka niewlasciwa

*  xsin(rr) , b rsin(rz)
————dz =1 ———d
/_Oox2+2x+5 v a—>—olor,nb—>oo/a 22 4+2x+5 ’

i — w szczegolnosci — spelniona jest réwnosé

/°° zsin(mx) dr — lim /R xsin(mx) 4o

e P24 22 45 R—oo |_pa?+2x+5

oraz

Te ostatnia granice wystarczy wiec wyznaczy¢, by rozwiazaé¢ zadanie.

Uwaga: Granice te nazywa si¢ wartoscia glowna calki i oznacza si¢ ja
symbolem p.v. (skrét zwrotu principal value):

R : - .
. xsin(mx) zsin(mr)
1 —————dz =p.v. ———d
R pr2+2r+5 ‘ pv/mx2+2x+5 v

Przyklad (ostrzezenie): Wprawdzie

[e'¢) R
p.V./ rdr = lim rdr =0,

S R—oo J_p

lecz nie istnieje granica

b
lim / xdx,
a——00, b—oo
a
1



gdyz

n2

. (A2 _
7}1_1)1010 - rdr = (n n)/2—oo,
za to
. (2 4 _
nh_r)rolo _2:cd:c—(n n)/2— 00.

n
Wida¢ wiec, ze implikacja odwrotna do oméwionej powyzej nie musi
by¢ prawdziwa: z istnienia wartosci gtéwnej calki niewlasciwej nie
wynika zazwyczaj zbieznosé tej catki — dlatego wtasnie skorzystalismy
ze szczegblnych wlasnosei funkeji @ — zsin(mz) / (2? + 2z + 5).

Obliczymy wartos¢ gtéwna badanej calki, korzystajac z calkowania
po poétkolistym konturze 'y = v wyznaczonym przez gltadkie krzywe
ng : [-R,R] — C oraz vg : [0,m) — C okreslone, odpowiednio,
wzorami

nr(t) =t, vr(t) = Re".
Poniewaz nr(R) = R = vg(0) oraz yr(m) = —R = ngr(—R), to g jest
krzywa zamknieta kawatkami klasy C*.

Latwo sprawdzi¢, ze 2% + 2z + 5 = (2 — (21 — 1)) (2 + (2i + 1))
dla kazdego z € C. Funkcja z — f(z) = zei“/(z2 +2z+ 5) jest zatem
na zbiorze C\{2i—1, —2i—1} iloczynem funkcji holomorficznych, a wigc
jest na nim holomorficzna, skoro zas w punktach z = 2i — 1 oraz z =
—2i—1 czynniki 2z oraz €™ przyjmuja wartosci rézne od zera, to obie te
osobliwosci punktowe sa biegunami prostymi (tzn. jednokrotnymi, czyli
rzedu jeden) owej funkcji. Gdy R > /5, to indeks krzywej zamkniete;
['g wzgledem punktu 2i —1 jest réwny 1, a jej indeks wzgledem punktu
—2i — 1 jest zerowy. Na mocy twierdzenia o residuach

zel™? . :
/FRmdz =2mi-res(f;2i —1).
Funkcja holomorficzna g : C\ {—2i — 1} — C okreslona wzorem
g(z) = 2™ [ (2 4+ 21 + 1)
rozwija si¢ wokol punktu 2i — 1 w szereg potegowy:
g(z) = ug + Zun(z — (21— 1))”
n=1

dla pewnych liczb zespolonych wug, uy, us, ... Promien zbieznosci tego
szeregu to 4 (odleglo$¢ miedzy punktem 2i — 1 a jedyna osobliwoscia
punktowsg funkcji g, czyli punktem —2i—1), ale w naszych rozwazaniach



3

istotne jest tylko to, ze promien ten jest wiekszy od zera. Kladac
z = 2i — 1, otrzymujemy zatem rownosé

i (2i 21—1 . .
up = g(2i — 1) = (20 — )™V /(21— 1) +2i + 1) = 14. Q2% i
1
2. i 2 ] —2m —27
= 12; 1 efZW,(COS(—W)—FiSin(—ﬂ')) = %627{(_1) _ (S 5 —ie4

Poniewaz dla wszystkich z z otwartego otoczenia punktu 1 — 2i mamy

f(2) = g(2)/ (z—(21—1)) = uo(2—(2i—1)) +u1+z Un i1 (2—(2i-1))",

to ) )
e— ™ e— Y
21— 1) =wuy= — — i
res(f;21 — 1) = wy 5 b
totez
Zeiﬂz zeiﬂ'z Zeiﬂ'z
—dz+/ —dz:/ —dz
/[—R,R} 22 4+2z+5 op 222245 nrvag 2222 +5
imz —2m —2m
:/ S dz = 2mi-ves(f;2i — 1) = 2 (—e ¢ 1)
rp2°+22+45 2 4
e—27r e—27r
S 5~ re 2= " 5~ e 2"
Zauwazmy, ze ™ > 0, a
2 271
lim ———— = lim =0,
lz|mo0 22 + 22+ 5 |zlo00 1 + 2271 4 5272
wiec na mocy lematu Jordana
lim 2; ™ dz =0,
R—oo ) 2%+ 2245
czyli
imz —27
lim ZL dz = e — we M,
R—o0 [7R,R]Z +22+5 2

To pozwala nam zakonczy¢ rozwiazanie zadania:
/R Zssin(m:) dr — /R z Im(e™) 4y — /R - T e dz
_pr?+2x+5 R:B2+2:B+5 R x2+2x+5

—Im/ dx—Im/ —dz,
R$2+2$+5 RR]Z +22+5

wiec
R . iz
lim / M dz = Im lim = dz = —me %",



Przykladowe rozwiazanie zadania 2

Oprécz wskazanego w zadaniu wielomianu P okreslonego wzorem
P(z) = 42° 4+ 622 + 1 rozwazmy wielomiany @ oraz R okreslone,
odpowiednio, wzorami Q(z) = 42° i R(z) = 62%. Funkcje wielomianowe
P, @ oraz R sa holomorficzne na calej plaszczyznie zespolonej (czyli
calkowite). Zadajmy gladkie krzywe zamknigte v;,7v, : [0,271] — C
wzorami, odpowiednio,

n(t) = e’ 72(t) = 2",
skad wynika, ze 77 = 0D(0,1) = C(0,1) oraz v = 0D(0,2) = C(0,2),
przy czym indeks krzywej v; wzgledem kazdego punktu kota D(0,1)
i indeks krzywej 72 wzgledem kazdego punktu kota D(0, 2) réwny jest 1,
indeks krzywej v, wzgledem kazdego punktu zbioru C\ D(0, 1) i indeks
krzywej v, wzgledem kazdego punktu zbioru C\ D(0, 2) réwny jest za$ 0.
Poniewaz kazda liczba z € 77 spelnia warunek |z| = 1, a wigc takze

|P(2)—R(2)| = [42°+1| < |[42°|+|1| = 4|2]°+1 =5 < 6 = 6|2]* = |R(2)|,

czyli w szczegdlnosci |P(z) — R(2)| < |R(z)], to na mocy twierdzenia
Rouchégo wielomiany P i R maja w kole D(0,1) taka sama liczbe
pierwiastkéw (liczac z krotnosciami). Skoro zatem wielomian R ma
na plaszczyznie zespolonej tylko jedno miejsce zerowe, i jest ono pier-
wiastkiem krotnosci dwa w punkcie z = 0 nalezacym do kota D(0,1),
to réwniez wielomian P ma w kole D(0,1) doktadnie dwa pierwiastki,
liczac z krotnosciami. Podobnie rozumujac, zauwazamy, ze poniewaz
kazda liczba z € v spelnia warunek |z| = 2, a wigc takze
|P(2) —Q(2)| = 162" + 1] < [62%| + 1] =6[2|* +1=6-2"+1=25
<128 = 4-2° = 4]z)° = |42°] = |Q(2)],
czyli w szczegdlnosci |P(z) — Q(2)| < |Q(z)], to na mocy twierdzenia
Rouchégo wielomiany P i () maja w kole D(0,2) taka sama liczbe
pierwiastkéw (liczac z krotnosciami). Skoro zatem wielomian () ma
na plaszczyznie zespolonej tylko jedno miejsce zerowe, i jest ono pier-
wiastkiem krotnosci pie¢ w punkcie z = 0 nalezacym do kota D(0,2),
to réwniez wielomian P ma w kole D(0,2) dokladnie 5 pierwiastkéw,
liczac z krotnosciami. Stad wnioskujemy, ze w zbiorze

{zeC:1<|z| <2} =D(0,2)\ D(0,1)

wielomian P ma, liczac z krotnosciami, doktadnie 5-2=3 pierwiastki.
Zaden z nich nie nalezy do okregu {z € C : |z| = 1}, bo wykazalismy
juz, ze gdy |z| = 1, to |P(2) — R(z)| < |R(2)|, a zatem |P(z)| >
|R(2)|—|P(2)— R(z)| > 0, czyli |P(z)] # 0. Wielomian P ma wigc trzy
pierwiastki (liczac z krotnosciami) w pierécieniu {z € C: 1 < |z| < 2}.
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Zodanie 2
2boolac hozbg 2er lwwggdniaige  krotaose ) WiRlomianw P@)=u42dy 62% +4 w pierscieniu
ReeC 112123

< siopien  wielomiame
Rozw Zasadnicee +w. ongebry  mow (2@ Sunkcjo  PR) ma dokTadnie 5 piecwi asteow (\enge
\cornosel)

Sprowdz'm:j dlo. \2V <4 Potnymy <o sig drigje dla  121=4 @yl no- graniey
Niech §@)= 622 >0z gR)=u29+4 ooszacu.

Wiedy @)= G+, 1SN = 1622 =6

Skoro  $@) ma 2 plecwiasiki w 12144, 4o 1gW@) | = 142%)| cui2\t+ 4 =5

PR) owmiez ma dwa pietwiasiei  w \2le =2 \gQ)V £ \8Q)| da WI\=4 | @yl Funegje

PR) oz £@) Mmajg dyle samo zer W
Obgs2one V214 A | NE mq tez pYrwiastkdw o
granicy, bo moduly  NE &g tOwne.

Sprawdamy  dla 1R1%2.

da \21=2° &R2%= 64 =24

wa®= 4. 32=108

Niech $@)=425 oxo2 8&3:62{«4_~

Wiedy '§Q)1= 428 7 1g@) € 6121%]1 =25  Zalem wielomion P@) maq tule samo  plerwiostkow
le Suncejo- $@), il 5 (na 121¢3)

Ostatecenie | Mo obseone 4¢12)<2 mamy 5-2 = 3 pierwiastki.

Zodonie 2. pr2% \  (2W)\2-3)
Ro2uo0zmy ﬁm\ce‘sg £@) = exp ( 100-21> (2-20) R+4i) |

) an')dz' wszystkie  punicty  osobliwe  funkgyi £Q@) 1 okces\ ich typ.

Pozw. 2/ =21, 2,=-4/ , 23 =140, 2% = -0 - 2e0 MIANOWMXOW ©OfQ2 25=00 (jest pupkiem
OsobliyMm, © e jest i20lowana)
wez'm‘\j 2e. 10+mi)2 Wm ME Mma 2 dym problemu
Wiedy lim $2) = exp ( Toom @) - © =00 => 2 jest biegunem.
2272 —

N bo LWwenilkk Sie NE 2eruje

const. # 0 2
Wez m $@)= e &—““—u") >~00 = 0 =>2; jest b
ezmy 2a, hm $R)= exp \“rmmina 2 j@ regunem.
2->29

or2? 0222\ _
Da 2=3234: exp \leo- 52)= exp k@o-z)k\m%) >—
)

roz\kTodamy oo UkoMki proste | W seereg |

-4
Jednowre Sﬁ\QJ dla 2, =00 mamy i S()= e £ 00 =» 25- osob\iosc poOZotna..

225
®) Niech @=82¢e€ :2<121<45 a2 rozwazm dcoQQ  20Mknigig  X:Tod- 2 dang wzorem

_ 2 - = . (€3)
XW) = 7 expluTit). Wyzhat WosYOse  calk 3&—2)0\%.

o+2> A
Rozw. L\)ez'm‘\j :?uf\kcdg £@). Zouwoémﬂ 2 F£@) = expk\oo-zz) ;L?+\)-L~‘E-3) *@-2) (z-a) .
Nouzya pewny e §w\\<cy
Z Wrasnosci \ogur_(j+m\‘czzn3ch te coXk; O*Qjmu‘\em:jt

"2) o\ A A _ A A —
c :3;_50\2 = jk:t:;—zaj % +£2+_| % +§?3de 2-2 P §2+Hi Sidi
X

5 x



N
- —>2) +22( 10+223)
4, N _S‘quooz ) i L
(400-22) _ .
8(2)’51— jest ol kO LHOL
2 4 A
__c\e - F NI
+S’ 2+ I ‘-Y -? Z2- 2 2+ Y, dz
| ¥ N X
VID 3 \/—\/"f ——
= fdor O Oofodu Wokol 2ero Il
R i e O bo -4
'O le?x:j poee \mﬂ\"m X
2002 +202 L L\ndexs jest zeco\,oé)
S | =3 d2 +uni
(do0-22)
I’
20 n 2z dz + gl — .
fk -22)2 = um
5unk80 Qna\i+50200. JWige  colka \'Bes—\ 2ewa

() €z na obseane 2 istnieje  hdomorgiceno. goTg2  Funkc)i log@)?

Rozw0. NE

Zodone 4 . V [L$@+o Yzea |

Pokoz j2e nastgpujgce warunkl sg  Ownowazre dlo- SunkcJ\ holomorficrnej £ © > €*=C€\R0Y -
$'\2)oa

@) dla koZde) diogi 20Mknigie) X' Qb - 2 mamy S e

b) w 2 isinieje QoigZ logoryimu Sunkey §

Zodome 2V S %0
'ZO\To’z’m:, e Fe- c* JQS'\* holomorfivzne oraz dlo. dowolnej o\cog\‘ zomknigie)  X: Mol - 2 mamy
‘Y§\2)d2 € 2031 Z
N TE)
Po\cqzdze Wowweas istMieje w 2 goTeZz piefwiasica  N-iego Siopmo Suncey £
?Qth\Q u 4 e22+
200{d7  Moksymalny (W sensie inkluzii ) obszoc | N ktorym  coXko- s@= o-3 OF
deSiniu q OMOrg) [
Sinivje §u~n¥J3 holomorgi eznoy. 2oxily 2ttt Dy
Kiedy Ya cokka isinieje ?

. C exp (Re@)+)
Powuzs2a <okka isinieje &< 30\ 3 coika. 2 modu\u vyl -S:t ld\' 5 — ot =
-: Re2? .+ Y 3 3 - Ry
= S e OH’
—00 2-4 N
skofo +<O o dla Re 22 <0 powye s Coika Jest n\eskommm o dla Z2ecN=RzeC: Qetz?)vob
pom\\jzsza cokka Jebs-\ skongzoNo-
Dla dowolnych a<b<$ catko S ot deg\mude Sunkgg \\o\omvc&mng ngq

2800 (M(QNO wn\ko

(2]

2
Dla Vnzo funegja &p?) Sid+ Jest hdomorficmna M 2 1 jedocze shie mamy - Zoieznose  punliony
W, ¥ 2e Q) im Sn@) ea!}
i 77 o
Po\:qz‘em&,?e zb.'ez’nos‘c'—of)es% niemol yedfostigyne Pa 2bione otwariym Qo € 2.
Wed:S ich  graniea,  bgdzie funkgjg  holomorgiong 3} o? S e e 2 dﬁ- . f
u&o\mj rvo. Nech Qed® %, Wiedy ¥YmaeiNe hna) oy |_ 2-% ma_me ot

-Ccn

m
L A e —2+0
= rina) n+2) ~




y N eiz-L
w+e65 Ysvo drv0 alezpe od ) doke, ze Ymon mamy 1$0@)- Sm)\ = | S 5T

Cupi no 2bone B2 Re(@)=r agg Sn jest 2oieny jedhosiaynie do  Swojej grenicy.
Wiedy Ma oy 2biez MOSC  Nieol dedr\o SQNg e Q.J wigc granica  jest &m\oag holo moy §ioeng,.
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Egzamin — Funkcje Analityczne

07.02.2024

e Prosze pisaé rozwiazanie kazdego zadania na osobnej kartce.

o Kazda kartke prosze podpisa¢: imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem
grupy ¢wiczeniowej lub nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia.

e Cgzas pisania: 180 minut.

Zadanie 1 (10 p.)
Udowodnij, ze dla a > 0 zachodzi nastepujaca réwnos¢

oo

5 1 1<7T.exp(7ra)+exp(7ra) 1)'

a exp(ma) —exp(—ma) a?

n?4+a? 2
n=1

Podpowiedz: Mozna skorzystaé z twierdzenia o residuach.
Zadanie 2 (5 p.)

Uzasadnij, ze wielomian P(z) = 2° + 2% +423 + 622 + 32+ 8 ma dokladnie dwa pierwiastki (uwzgledniajac
krotnodci) w zbiorze Q = {z € C: Re(z) > 0, Im(z) > 0}.

Zadanie 3 (15 p.)
Rozwazmy funkcje
22 +2cos(z) — 2 g(2)
Q(Z)ZW, f(z):7a z#0.
(a) Uzasadnij, ze funkcje g mozna przedtuzyé do funkcji holomorficznej g w otoczeniu zera.

(b) Niech g(z) = >0 cnz" bedzie rozwinieciem funkcji § w szereg potegowy w otoczeniu z = 0.
Wyznacz wspolczynniki cg, ¢1, o, c3, c4.
Podpowiedz: Wygodniej bedzie uzy¢ rozwinieé¢ Taylora.

(¢) Wyznacz czesé gtéwna funkeji f wokdl zera, rodzaj osobliwosci w zerze oraz residuum w zerze.

Zadanie 4 (10 p.)
Rozwazmy szereg

“+o0o
&=y
1(z) _nz:% n! n4+z’

(a) Dla kazdego N € Z, rozwazmy “ogon” powyzszego szeregu

+o00 n
fn(z) = Z (_nl') n-li-z

n=N

Uzasadnij, ze szereg fn(z) definiuje funkcje holomorficzna na obszarze

Qy ={z€C: Re(z) > —N}.



(b) Uzasadnij, ze szereg f definiuje funkecje meromorficzng na C i wyznacz jej bieguny.

(¢) Rozwazmy funkcje meromorficzna

9(z) = "(2) = f'(2) + 2f(2).

Dla k € Z, definiujemy ciag liczb zespolonych

ap = / 9(z) dz,
S(0,k+3)

gdzie S(0,k + 1) jest dodatnio zorientowanym okregiem o §rodku zero i promieniu k + 1. Wyznacz
granice limy_, o ag.

Page 2



FUNKCJE ANALITYCZNE
Egzamin 07.02.2024

Zadanie 2. Uzasadnij, ze wielomian P(z2) = 2° 4+ 2* + 423 + 62 4+ 32 + 8 ma dokladnie
dwa pierwiastki (uwzgledniajac krotnosci) w zbiorze 2 = {z € C: Re(z) > 0, Im(z) > 0}.

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze skoro P ma wspotezynniki rzeczywiste dodatnie, nie
zeruje si¢ na potprostej [0, 0o). Podobnie, dla kazdego y > 0 mamy P(iy) = (y*—6y?+8)+
i(y5—4y3+3y) # 0. Istotnie, gdyby P(iy) = 0, to mielibysmy y*—6y*+8 = y*—4y*+3 = 0,
skad 2y? — 5 = 0, jednak wtedy mieliby$Smy y* — 6y> +8 = —2 #0.

Wezmy R > 0 tak duze, aby wszystkie pierwiastki wielomianu P lezace w obszarze
Q) spelnialy nier6wnos¢ |z| < R. Niech N bedzie liczba pierwiastkow (z uwzglednieniem
krotnosci) wielomianu P lezacych w 2. Niech I'p bedzie konturem zlozonym z: odcinka
[0, R], dodatnio zorientowanego tuku okregu yz(t) = Re' (0 < ¢ < §) oraz odcinka [iR, 0].
Na mocy zasady argumentu mamy

1P
271 Jrp P(z)
czyli Ar,(arg P(2)) = Apg(arg P(z)) + A, (arg P(2)) + Apgo(arg P(2)) = 27N, gdzie

A, (arg P(z)) oznacza przyrost argumentu wartosci P(z) na krzywej x. Obliczmy kolejno
trzy sktadniki powyzszej sumy.

dz = N,

1° Jest oczywiste, ze Ajg g (arg P(2)) = 0, bo P przyjmuje wylacznie wartosci rzeczywiste
na odcinku [0, R].

2° Poniewaz % — 1 — 0 przy |z| — oo, mamy

24+ 42° 4+ 622 +32+8)>
215

Boplarg P(2)) = Byfarg 2%) + Ay, (arg (14

5)

=T +o(1), przy R— .

3° Obrazem odcinka [iR, 0] przez wielomian P jest krzywa, ktora we wspdtrzednych kar-
tezjanskich ma parametryzacje

y— py) = (u(y),v(y) = (y* — 6y +8,4° —4y* +3y), 0<y<R,

przy czym przyjmujemy tu orientacje ujemna, tj. punktem poczatkowym jest p(R) =
(R*—6R?+ 8, R° — 4R? 4+ 3R), a punktem koficowym p(0) = (8,0). Poniewaz v(y) =
y(y* — 1)(y?* — 3), krzywa p przecina o§ rzeczywista w trzech punktach: w punkcie
p(V/3) = (—1,0), w punkcie p(1) = (3,0), a takze w punkcie koficowym p(0) = (8,0).
Ponadto, dla y € (v/3, R) punkty p(y) leza w gérnej potplaszczyznie, nastepnie dla
y € (1,V/3) lezg one w dolnej polptaszezyznie i w konicu dla y € (0,1) leza znéw
w gornej péiptaszezyznie. Mamy takze Argp(0) = 0 oraz

R° —4R® 4+ 3R ™
RY—6R2+8 R-oco 2

Argp(R) = arctg
Obserwacje te pokazuja, ze
3
Ajip(arg P(z)) = 2 — Argp(R) = o +o(1) przy R — oc.

Fragment krzywej p przedstawiony jest na ponizszym rysunku.



20 %

15

10 |

o Nl—3 4 6 8 10

W konsekwencji Ar,(arg P(z)) = 47 + o(1), czyli dla dostatecznie duzych R > 0
mamy Ar, (arg P(z)) = 4, skad N = 2. |



Szkic alternatywnego rozwiazania zadania 2

Oproécz wielomianu P(z) = 2° + 2% + 423 + 62 + 32 + 8 rozwazmy
wielomian ) = P + 1 oraz rodzing wielomianéw (W;).cjo,1) okreslona
wzorem W; = P 4+ t. Oczywiscie Wy = P, a ponadto W, zbiega do @)
jednostajnie na C, gdy t — 1~. Poniewaz

Q(z) = (2 +3)(*+ 2 + 2+ 3),

to Q ma doktadnie pie¢ jednokrotnych zer, z ktorych trzy tatwo wskazac:
V31, —v/31 oraz ujemny pierwiastek wielomianu 2+ 22+ z + 3, ktérego
istnienie wynika z twierdzenia Darboux. Dla wielomianu 2%+ 2%+ 243
bardzo tatwo odpowiedzie¢ na pytanie analogiczne do postawionego
w tresci zadania: ma on dokladnie jedno zero w zbiorze €, tj. w otwartej
pierwszej ¢wiartce plaszczyzny zespolonej. Aby to wykazaé, wystarczy
rauwazy¢, ze |2° + 3| > |2? 4+ z| na pdlprostych [0, 00) oraz [0,i00),
a takze wtedy, gdy |z| > 2024, co jest naprawde proste do sprawdzenia,
a nastepnie skorzystaé¢ z twierdzenia Rouchégo. Skoro zas wszystkie
wspotczynniki tego wielomianu sa rzeczywiste, to ostatnie jego miejsce
zerowe jest sprzezone do tego, ktore nalezy do €.

Dla zadnego t € [0, 1) wielomian W; nie ma zer na pédlprostej [0, o)
ani na potprostej [0,ic0], ani tez w zbiorze {z € C : |z| > 2024}.
Sprawdza sie to znéw latwo, prawie dokladnie tak samo, jak dla wielo-
mianu P = W,. Stad wynika — jak w dowodzie twierdzenia Rouchégo
— ze kazdy z wielomianéw W; ma tyle samo zer w zbiorze  (liczac
z krotnosciami), wigc aby zakonczy¢ rozwiazanie zadania, wystarczy
udowodnié, ze dla pewnego ¢ dostatecznie bliskiego jednosci (ale wciaz
mniejszego od 1) wielomian W; ma w zbiorze € dokladnie dwa miejsca
zerowe (liczac z krotnosciami). Tu skorzystamy z twierdzenia Hurwitza
1 poczynionej wczesniej obserwacji o zbieznosci jednostajnej. Trzy
z miejsc zerowych wielomianu () leza poza domknieciem obszaru (2,
a jedno w tym obszarze. Trzeba wiec tylko udowodnié, ze zera wielo-
mianéw W, zbiegajace do v/31, gdy t — 17, robia to z prawej strony osi
urojonej dla ¢t dostatecznie bliskich 1. To jest jednak dos¢ oczywiste:
gdy oznaczymy takie miejsce zerowe jako z;, to

-t (Wt(zt) +(1 —t)) -0 _ Q(z) —Q(\/ﬁi)

Zt—\/gi_ Zt—\/gi Zt—\/gi
dazy do @ (v/31) = 12, gdy t — 17, wige Re (2,)/(1—1) =5 1/12 > 0.




Zadanie trzecie z egzaminu

Rozwigzanie:
Mamy
2z
sin” £
22+2(cosz—1)222—4sin2;:z2<1— 22>.
4

W mianowniku otrzymujemy:

) 1 e Zn—l
z — —_
ef—z2—-1=z(1 22—1—2 o .

n=3

Stad
lim g(z) = 0,

z—0

wiec wystarczy polozyé g(0) = 0. Niech g(z) = > 7, cn2™. Wowcezas
g(2)(e* =22 —1) =22 +2cos 2 — 2.

Teraz uzyskujemy:

22 24

1
22 1, _to2 F  Z 4
ef—z2"—-1=z 2z+6—|—24—|—0(z),

4
2?2 4+2cosz —2= %—1—0(25).

Widzimy od razu, ze musi byé¢ ¢y = ¢; = co = 0 (poréwnanie wspodlczynnikow
przy nizszych potegach). Dalej piszemy c3 = 1—12 (poréwnanie wspdlezynnika

4y 1 _ . _ 1
przy 2*) i —5c3 + ¢4 = 0, co daje cs = 5.

Skoro licznik ma zero krotnosci trzy, a mianownik ma zero krotnosci pieé, to
mamy do czynienia z biegunem drugiego rzedu, czyli czes¢ gléwna ma postaé

Cc_2 Cc_1
— + —=. Zatem

T D (N
o2 = lim 2°f(2) = limy =57 = 75

Aby policzy¢ c_1 (czyli szukane residuum) rozwazamy granice:

. 1 1
¢ = lim 2 (f(z) - 1222> Y




Kryteria oceny:

1. Pierwszy podpunkt - 3 punkty.
2. Drugi podpunkt - 7 punktow.

3. Trzeci podpunkt - 5 punktow.



Przykladowe rozwiazanie zadania 4

(a) Na obszarze 0y = {z € C : Re(z) > —N} funkcje fy mozemy
przedstawi¢ w postaci sumy dwoéch funkeji holomorficznych na €y :

I G O — (D"

Drugi sktadnik jest na obszarze Q) jednostajnie zbieznym (czyli réwniez
niemal jednostajnie zbieznym) szeregiem funkeji holomorficznych, wiec
na mocy twierdzenia Weierstrassa suma tego szeregu réwniez jest funkcja
holomorficzna na y; aby zas udowodnié¢ te jednostajna zbieznosé,
wystarczy zauwazy¢, ze gdy n > N + 1, a z € Qy, to

Re(n+z)=n+Rez>(N+1)—- N =1,
a zatem |n + z| > |Re (n + 2)| > 1, skad juz wynika, ze

sup |—————| < — < — <e< 0.
n=N41 €N nt-(n+2) n=N+1 nl-n+ 2| n=N+1 n!

(b) Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej N mozemy przedstawié
funkcje f w postaci sumy

N-1 (1)
f(z) = fn(2) + ; a4 2)
ktérej pierwszy skladnik jest funkcja holomorficzna na zbiorze Qy,
co wykazaliémy w punkcie (a), drugi za$ jest skoniczona suma funkcji
holomorficznych na zbiorze C\ {0, —1, —2,...}, a wiec réwniez funkcja
holomorficzng na C\ {0,—1,—2,...}. Stad wynika, ze funkcja f jest
holomorficzna na obszarze Qn N (C\ {0, —1,—2,...}) dla kazdego N,
zatem jest réwniez holomorficzna na zbiorze

(Qn N (C\{0,-1,-2,...})) = (U QN) N(C\ {0,-1,-2,...})

=Cn(C\{0,-1,-2,...}) =C\ {0,-1,-2,...}.
Zbior {0,—1,—2,...} nie ma punktéw skupienia, wiec jego elementy
sa osobliwo$ciami punktowymi funkeji f. Osobliwosci te sa biegunami
prostymi, co latwo udowodnié, przedstawiajac dla m € {0,1,2,...}
funkcje f w postaci sumy

COY )+ 3

1

o0

N=1

f(z) =

m!-(m+ z)



2

ktorej pierwszy skladnik jest funkcja meromorficzna majaca w punkcie
—m biegun prosty, a pozostale m + 1 skladnikéw to funkcje holo-
morficzne na otwartym otoczeniu tego punktu (przyda si¢ punkt (a)
oraz fakt, ze —m nalezy do otwartego zbioru 2,,1). Wynika stad
réowniez, ze Res(f; —m) = (—1)"/m!, co przyda nam sie w punkcie (c).
Funkcja f jest zatem meromorficzna na C.

(c) Zgodnie z oznaczeniami wprowadzonymi w tresci zadania

w= [ gedi= [ (1) - F) - 2f(2) s
S(0k+1)

_ / F/(2) d — / F(2)dz +2 / f(2)dz
S(0,k+1) S(0,k+1) S(0,k+1)

—0+0—|—2/ f(z)dZ—Q/ f(z)dz;
S(0,k+1) S(0,k+7%)

skorzystalismy tu z faktu, ze funkcje f” oraz f’ maja funkcje pierwotne
(odpowiednio f" oraz f) na zbiorze C\ {0,—1,—2,...} zawierajacym
S (0, k + %) 7 twierdzenia o residuach wnioskujemy wiec, ze

=2 [ fE)de=2-2mi Y indggp(-m)Res s -m)
5(0,k+1)

m=0

k k 00
-1 oo . -1n)m —1-
= 47TiZReS(f; —m) ® 47riz (=1) s 4%12 (=1 = 4re .
m=0



Egzamin z Funkcji Analitycznych (6 II 2025)

1. Nazbiorze Hy = {z € C: Im(z) > 0} okreslmy funkcje ¢ : Hy — C wzorem
P(z) = e'* — 1. Prosze udowodnié, ze [1(z)| < |z| dla wszystkich z € H,..

2. Niech V = {z € C: |z| > 1}. Prosz¢ wyznaczy¢ zbiér wszystkich liczb
zespolonych w o tej wlasnosci, ze funkeja ¢, @ V — C okreslona wzorem
pu(z) = (14 2)~1e™? + (1 = 2)~! ma na zbiorze V funkcje pierwotna.

3. Okredlmy 5 : [0,27] = C wzorem ~(t) = 2e*. Prosze wyznaczy¢ wartosé

catki 2025
/ . —
2025 _ !
Jy % 1

4. Niech U = {z e C: Re(zz) £ 1}. Zalézmy, ze funkcje f : U — C
oraz g : U — C sa holomorficzne (na zbiorze U), a ponadto dla kazdego z € U
spelniona jest réwnos¢ cos (f(z)) = cos (g(z)). Proszg udowodnié, ze

V.ev sin (f(2)) =sin(g(2)) lub V,ey sin(f(z)) = —sin (g(2)).

5. Niech D = {z € C: |2] < 1}, awigc D = {2 € C: 2] < 1}, a takZe niech
W={2€C:1<|z| <3} Zalézmy, ze funkcja f: W — C jest holomorficzna
(na zbiorze W), a jej obraz f(W) zawiera si¢ w dysku D. Prosze udowodnié,
ze f'(2) € D. Za wykazanie jedynie tego, ze f'(2) € D, cayli nieco stabszej tezy,
mozna otrzymaé do 9 punktdw.

Proszg o wyrazne podpisanie oddawanych do oceny rozwiazarn. Rowiazanie
kazdego zadania nalezy przedstawi¢ na osobnej kartce. Za kazde z zadan
mozna otrzymaé do 12 punktéw. W przypadku powolywania sig na fakty
z wykladu lub éwiczed nalezy podaé ich dokladne sformulowania. Jesli
przywolywany fakt nie zostal udowodniony na wykladzie, nalezy réwniez
przedstawié przynajmniej w zarysie jego dowdd (co nie powinno Paristwu
sprawié trudnosci, skoro juz wczedniej widzieli go Paristwo na éwiczeniach).



Funkcje analityczne, semestr zimowy 2024 /2025

Wrzorcowe rozwigzanie zadania 1. z egzaminu

Michat Kotowski

Zadanie 1. Na zbiorze H, = {z € C : Im(z) > 0} okreslmy funkcje ¢ : H, — C wzorem
P(z) = e — 1. Prosze udowodnié, ze [1(2)] < |z| dla wszystkich z € H,.

Rozwigzanie. Zdefiniujmy funkcje ¢ : Hy — C wzorem

LE 240
¢<z>={”’ g

1, z=0.

Rozwijajac funkcje 1) w szereg potegowy wokét 0 tatwo widzimy, ze ¢ jest holomorficzna w
H, i ciaggla na H, . Teza zadania jest réwnowazna stwierdzeniu, ze |p(z)] < 1 dla z € H.
Dla R > 0 rozwazmy zbiér Kr = {z € H : |z] < R} (gbrna potéwka dysku o promieniu
R). Poniewaz Kp jest zwarty, a ¢ jest holomorficzna w jego wnetrzu i ciagta na Kg, to
z zasady maksimum wynika, ze funkcja |¢(z)| przyjmuje swoje maksimum na brzegu Kg.
Brzeg Kp sktada sie z dwdch czesci — potozonego na osi rzeczywistej odcinka [— R, R| oraz
potokregu g = {z € C : 2z = Re',t € [0,7|}. Przyjmijmy 2z = z + iy, z € R, y > 0. Mamy
wowczas dla z € vg:
eir — 1/

12

B ‘ei(a:Jr'iy) . 1|2 B |6ixefy . 1|2 4

2 _ — — -
|90(Z)| = 22 + 42 22 + 12 S R2’

gdzie do oszacowania licznika uzyliSmy nierownosci trojkata i tego, ze e < 1 dla y > 0.
Dla dostatecznie duzych R (wystarczy wzia¢ R > 2) prawa strona nieréwnosci jest mniejsza
niz 1.

Do dowodu tezy zadania wystarczy zatem pokazaé, ze rowniez dla z € [—R, R] mamy
lo(z)| = 1. Niech z € [-R, R]. Mamy wéwczas (biorac z = x, x € R)

T

» e =1  Jcosz+isine — 12  (cosz —1)*+sin’z  2—2cosx

() = . - - =

zatem nieréwnosé, jakg mamy pokazaé, jest réwnowazna nieréwnoséci 2 — 2cosx < 2. Ta z
kolei jest rownowazna znanej z Analizy I nieréwnosci cosz > 1 — %+, co koriczy dowod. [

Uwaga 1. Czesto popelnianym bledem bylo zastosowanie zasady maksimum bezposred-
nio do (nieograniczonego) zbioru H, i wnioskowanie, ze modul funkcji ¢ przyjmuje swoje

1



maksimum na osi rzeczywistej. Aby przekonac sie, ze tego typu rozumowanie jest niewystar-
czajace, wystarczy zastapi¢ w tresci zadania zbior H; zbiorem H_ = {z € C : Im 2z < 0}, tj.
dolng polptaszczyzna — teza jest wowczas fatszywa. W przypadku zbioru nieograniczonego
sama zasada maksimum moéwi jedynie tyle, ze modut rozwazanej funkcji nie ma we wne-
trzu zbioru maksimum lokalnego, natomiast nie pozwala wykluczy¢ sytuacji, ze funkcja jest
nieograniczona co do modutu.



Rozwigzanie wzorcowe zadania nr 2 z egzaminu

Zadanie 2. Niech V = {z € C | |z| > 1}. Prosz¢ wyznaczy¢ zbiér wszystkich liczb zespolonych
w o tej wlasnosci, ze funkcja @, : V — C okreslona wzorem ¢, (2) = (1 + 2)~te®? + (1 — )~}
ma na zbiorze V funkcje pierwotna.

Rozwigzanie: Sposdb 1. Zauwazmy ze ¢, jest holomorficzna na zbiorze V', gdyz jej punkty
osobliwe z = 11 z = —1 nie leza w V. Jak wiadomo z wyktadu funkcja holomorficzna ¢, ma
funkcje pierwotng wtedy i tylko wtedy gdy fy ow(z) dz = 0 dla dowolnej drogi zamknietej ~,
ktora lezy w V (strona 29 ze skryptu prof. Toruniczyka). Z twierdzenia o residuach

/pr(z) dz = resi(pw) - Ind(1,7) + res_1(py) - Ind(—1,7) .
.

Zauwazmy teraz, ze oba indeksy Ind(1,v) i Ind(—1,~) beda sobie réwneﬂ , wobec czego warun-
kiem koniecznym i dostatecznym istnienia funkcji pierwotnej jest

resy (pw) +res_1(pw) =0 .

(Rownowazny warunek, nieco trudniejszy do precyzyjnego sformutowania jest taki:
/ ow(z) dz=0 gdzie R jest dowolnym promieniem wiekszym niz 1.
O(0,R)

Powohujac sie na wyzej przywotane twierdzenie ze skryptu jasna jest koniecznoéé tego warunku.
Jego dostatecznos¢ wynika z faktu, ze rozwazany okrag jest generatorem grupy homotopii zbioru
V', tzn. kazda petla v w V jest homotopijna badz z rozwazanym okregiem, badz z petla powstata
prze kilkukrotny obieg tego okregu w jedna badz druga strone. (Przy okazji przypominamy sobie
homotopijna wersje tw. Cauchy’ego — strona 73 w skrypcie.))

Teraz pozostaje nam juz tylko policzy¢ te residua. Poniewaz rozwazane punkty osobliwe sa
biegunami jednokrotnymi mozemy uzyé wzoréw

resi (pu) = lim (= = 1) - pu(z) = —1
oraz
w .

res 1) = i (2 +1) - puz) =

(Rownowaznie catke fo(o R) Yw(2) dz liczymy ze wzoru Cauchy’ego:

1 1 1
/ ev® . + dz = / ev® .
O(0,R) I+z 1-=z O(0,R) 1+

Ostatecznie otrzymalismy warunek e = 1, co daje w = 2kmi, gdzie k € Z.

1
dz + / dz =2mi-e 1% — 27 )
O(O,R) L — %

Dwa stowa o kryteriach oceniania: Doéé¢ wielu piszacych wpadto na to, ze istnienie funkcji pier-
wotnej ma zwiazek z wartodcia catki fO(O,R) ¢Yw(2) dz. Problem stanowito zazwyczaj precyzyjnie
wyjasnienie tego zwigzku. Za luki w tym miejscu odbieratem do 3 punktéow. W szczegdlnosci
3 punkty odbieratem gdy po otrzymaniu warunku koniecznego nie byto (proby) dyskusji jego
dostatecznodci.

ntuicyjnie ten fakt jest oczywisty — ,wida¢”, ze v obiega tyle samo razy jeden i drugi punkt. Gdyby ktos
jednak potrzebowal dokladniejszego uzasadnienia oto ono. Polaczmy oba interesujace nas punkty —1 oraz 1
odcinkiem n(t) := —1-(1 —t) + 1-t, gdzie t € [0,1]. Lezy on poza zbiorem V, jest zatem rozlaczny z ~
i, co wiecej, odleglosé krzywej v i odcinka 7 (dwoch roztacznych zbioréw zwartych) jest dodatnia. Z definicji
Ind(n(t),7) = 5 fﬂ/ Z%n(t) dz — przy ustalonym ~ jest to ciggla funkcja zmiennej t. Z kolei wiemy, 7e wartosci
indeksu musza by¢ calkowite, a kazda funkcja ciagla z odcinka w zbiér Z musi by¢ stala. Wnioskujemy, ze
Ind(n(t),~) nie zalezy od t. Stad, w szczegolnosei,Ind(—1,~) = Ind(1,~).



Sposc’)b 2. Sprobujmy znalezé rozwiniecie ¢, w szereg Laurenta. Zacznijmy od wyrazéw - oraz

T+z
1 <~ W tym celu uzyjemy wzoru na sume szeregu geometrycznego 1+ a + a?+ad+... = ﬁ
dla |a| < 1. Na zbiorze V mamy w < 1 zatem
1 -1 -1 &
i e Zzn Zzn—l—l
z
Z kolei
1 1 11 i (-nm i (—1)™
z4+1 2z 1-=L 2 o Zntl
z n=0 n=0
Teraz
1 1 2w = (=) 1
— wz . e —_— n J—
n— n—= n= k=—o0 n=

gdzie ¢, liczymy uzywajac iloczynu Cauchy’ego (na mocy twierdzenia Mertensa powyzszy szereg
bedzie zbiezny na calym zbiorze V). Szukana funkcje pierwotng mozna probowaé¢ wyznaczy¢
calkujac powyzszy szereg wyraz po wyrazie. Jak wiadomo, z¥ ma na C\ 0 (a wiec i na V)

funkcje pierwotna réwng %zk“ dla wszystkich k poza k = —1. Wobec tego badana funkcja

+k
pw bedzie miata funkcje pierwotng wtedy i tylko wtedy gdy wspotczynnik przy % W pOWYZSZym
rozwinieciu zniknie. Wspoélczynnik ten wynosi

o0 n

c,1f1zz%~(f1)”f1:e—wf1.

n=0
Skad warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia funkcji pierwotnej jest e* = 1.

Dwa stowa o kryteriach oceniania: Rozwiazania tego probowalo znacznie mniej oséb. Czesé
piszacych probowala rozwijacé 1; = > o2 2" bez refleksji na temat zbieznosci tego szeregu w
V. Podobnie niektérzy argumentowali ze funkcja ktéra mamy jest analityczna, wiec daje sie
scatkowa¢ wyraz po wyrazie, nie zauwazajac ze to calowanie dziala a priori tylko lokalnie w kole
zbieznodci . Cze$¢ osob dostawata mniej lub bardziej poprawne rozwiniecie Laurenta, ale nie
ttumaczyta po co — wtedy dawatem maksymalnie 4 punkty. Za w miare udana probe rozwiniecia

plus informacje, ze interesuje nas wspotczynnik przy % tego rozwiniecia dawatem 6 lub wiecej

punktow.

Sposdb 3. Pojawila sie jeszcze pojedyncza ciekawa proba rozwiagzania — zamiast badaé¢ funkcje
w V. — C bedziemy bada¢ ¢, (2) := ¢u(1/z) ktorej dziedzina jest dysk jednostkowy. Ta

zamiana zmiennych ma te zalete, ze dostaliémy funkcje z jedyna potencjalna osobliwodcia w

z = 0. Pozostaje tylko zrozumie¢ zwigzek miedzy istnienie funkcji pierwotnej dla ¢, a nowa

funkcja @y .

Zauwazmy, ze jesli F! (2) = pw(2) to (Fu(1/2)) = —Z%qu(l/z) = —Z% “Pw(2). A wiee, pu(2)

ma funkcje pierwotng wtedy i tylko wtedy gdy —Z%(ﬁw(z) ma funkcje pierwotna.

(Inne uzasadnienie tego zwigzku odwolujace sie do podanej wczesniej charakteryzacji catkowe;j:

OZLQOUJ(Z) dz & 0:/5_312%0(1/8) ds

gdzie v jest krzywa zamknieta w V', ¥(z) = v(1/2), a rownowazno$¢ warunkéw wynika z zamiany
zmiennych s = 1))
Koniec koricow pytanie mozemy sprowadzi¢ do badania warunku 1reso(zi2 - Pw(2)) =0.

Michal Jozwikowski



Zadanie 3. Okreslmy funkcje 7 : [0, 27] — C wzorem 7(t) = 2¢%. Nalezy wyznaczy¢ warto$é calki

2025

z
[{ ~2025 _ 1 dz.

Rozwiazanie. Niech n = 2025. Funkcja f(z) = -2— jest holomorficzna na zbiorze C \ S, gdzie S = {z :

zn—1
2" = 1} oznacza zbiér pierwiastkow z jednosci stopnia n. Zgodnie z twierdzeniem o residuach, poszukiwana

catka wynosi

n—1

/ S dr=2mi > res,_en f(2),
1 k=0

v 2" —

27i

gdzie £ = exp (7) Pierwiastki z jednoéci stopnia n maja posta¢ £ dla k = 0,1,2,...,n — 1. Obrazem drogi
7 jest okrag C(0,2). Wszystkie pierwiastki £¥ znajduja si¢ wewnatrz dysku D(0,2). Indeks drogi v wzgledem
kazdego z pierwiastkow ¥ wynosi 1.
Pozostaje obliczy¢ residua res,_¢ f(2) (wystarczy obliczy¢ ich sume dla k =0,1,2,...,n —1).
I sposéb: Zgodnie ze wzorem
. 9) _ gla)
h(z)  W(a)
gdzie g i h sa holomorficzne w otoczeniu punktu a (oprocz samego punktu a), h(a) = 0, a h'(a) # 0 (co
zapewnia, ze a jest zerem jednokrotnym funkeji h), mamy

n .

Z?’L

res,—¢ o

—1  panl =t - n&nt

Analogicznie, dla k = 0,1,2,...,n — 1 mamy

reszzgk m e g

Zatem

o .n—l Ek
/ ~ dz:27rzZ—:0,
vzt —1 o
gdyz suma wszystkich pierwiastkow z jednosci stopnia n wynosi zero. (Wynika to z rownosci z" — 1 =
[1=5(z — €F) — wystarczy poréwnaé wspoczynnik przy 2"~!. Drugi sposéb polega na zsumowaniu wyrazéow
ciagu geometrycznego 1, &, £2,... &"71)
IT sposéb: Residuum funkcji f w punktach &¥ mozna obliczy¢ bezposrednio:

es < lim (2 — &F) < ! ! &
res, ¢k = 11 z — p— — = — = — = —
¢ 2 —1 z—Ek j:&('z - f”) Hj¢k(§k - fj) Hj;ék fk(l — & k) A

gdzie

n—1

A=TI[0-¢

k=1

Zatem
reszsz " == — = U.
k=0 =1 A

Uwaga. Warto$é iloczynu A mozna tatwo obliczy¢:

n—1 n—1

A=TI0-¢")=TI(=-¢&"

k=1 k=1

_11 :hrr%<1—|—z—|—...—|—z"*1):n.

z=1



Egzamin z Funkcji Analitycznych (6 II 2025)

4. Niech U = {z € C : Re(2?) < 1}. Zalézmy, ze funkcje f : U — C
oraz g : U — C sa holomorficzne (na zbiorze U), a ponadto dla kazdego z € U
speliona jest réwnosé cos (f(z)) = cos (g(z)) Prosze udowodnié, ze

V.ey sin (f(z)) = sin (g(z)) lub V.cy sin (f(z)) = —sin (g(z))

Przykladowe rozwiazanie: Z udowodnionej na wykladzie tozsamosci zwanej
jedynkg trygonometryczng (Vuec cos? utsin? u = 1) i z zalozen zadania wynika,
ze dla wszystkich z € U spelnione sa réwnosci

(sin (£(2)) = sin (9(2)) ) (sin (£(2)) +sin (9(2)) ) = sin® (7(2)) = sin? ((=))
= (1 — cos? (f(z))) — (1 — cos? (g(z))) = cos® (g(z)) — cos® (f(z)) =0,

a poniewaz iloczyn dwoch liczb zespolonych jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy
przynajmniej jedna z nich jest zerem, to

V.eu sin(f(z)) =sin(g(z)) lub sin (f(z)) = —sin (g(z)).

To oczywiscie nie jest jeszcze teza, ktéra nalezalo udowodni¢. Zdefiniujmy dwa
podzbiory zbioru liczb naturalnych, A = {n € N: sin (f(1/n)) = sin (g(1/n)) }
oraz B = {n € N : sin(f(1/n)) = —sin(g(1/n))}; oczywiscie odwrotnosci
wszystkich liczb naturalnych naleza do zbioru U. Stad AU B = N, wiec A jest
zbiorem nieskoniczonym lub B jest zbiorem nieskonczonym.

Zalézmy, ze A jest zbiorem nieskoniczonym. Funkcje o, : U — C okreslone,
odpowiednio, wzorami ¢(z) = sin (f(z)) oraz ¢(z) = sin (9(z)) spehiaja wiec
warunek zgodnosci ¢(z) = 9(z) dla wszystkich z ze zbioru {1/n;n € A},
stanowiacego podzbiér zbioru U i majacego punkt skupienia w zerze, ktére
rowniez jest elementem zbioru U. Ponadto funkcje te sa holomorficzne, bo sa
ztozeniami funkcji holomorficznych (sinusa z f oraz sinusa z g, odpowiednio).
Jesli wigc udowodnimy, ze U jest obszarem, to z zasady identycznosci bedziemy
mogli wywnioskowaé, ze V.cy ¢(z) = ¥(2), czyli V,epy sin (f(z)) = sin (g(z)),
co zakonczy dowéd w tym przypadku.

Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ w przypadku, gdy B jest
zbiorem nieskoniczonym, tym razem otrzymujac zgodnos$é funkceji holomorficznych
© 1 —19 na zbiorze {1/n;n € B}, zawartym w U i majacym punkt skupienia
w 0 € U, skad zasada identycznosci pozwoli nam z kolei wywnioskowaé, ze
V.cu sin (f(z)) = —sin (g(z)), co zakonczy dowéd w tym drugim przypadku,
jesli tylko bedziemy umieli uzasadni¢, ze U jest obszarem.

Odwzorowanie U > z — Re(zQ) € R jest ciagle, bo jest zlozeniem ciaglych
funkcji C > z — Re(z) € R oraz U 3 z + 22 € C. Stad wynika, ze zbiér U jest
otwarty, poniewaz jest przeciwobrazem w tym odwzorowaniu pélprostej (—oo, 1)



stanowiacej otwarty podzbiér prostej rzeczywistej. Trzeba jeszcze udowodnié
spojnosé zbioru U, by zakonczy¢ rozwiazanie zadania. W tym celu pokazemy, ze
dowolny punkt z € U mozna potaczy¢ z zerem zawarta w zbiorze U tamana; stad
juz wynika¢ bedzie, ze z i zero naleza do tej samej skladowej spdjnosci tukowej
zbioru U, a wiec i do tej samej skladowej spéjnosci tego zbioru; z dowolnosci
wyboru z € U wyniknie wiec, ze zbiér U ma dokladnie jedna skladowa spéjnosci,
a wiec jest spéjny. Zalézmy zatem, ze z = x + iy € U dla pewnych z,y € R.
Wéwezas 22 = ($2 — y2) + 2xyi, czyli Re(zz) = 22 — y? < 1, wiec réwniez
Re((tz +iy)?) = t?z? — y* < 1 dla wszystkich ¢ € [0,1], czyli odcinek o koricach
x + iy oraz iy zawiera si¢ w U. Drugim kawalkiem szukanej przez nas lamanej
jest odcinek o koncach iy oraz 0; zawiera si¢ on w zbiorze U, poniewaz kwadrat
kazdej liczby zespolonej z osi urojonej iR jest niedodatnia liczba rzeczywista,
a zatem jego czesC rzeczywista jest mniejsza od 1.

Uwaga: Poprawne rozwiazanie tego zadania musi przynajmniej raz skorzystaé
z tego, ze zbior U to {z eC: Re(z2) < 1}, nie zas np. {z eC: Re(zz) > 1}.
Jedli bowiem okreslimy funkcje F, G : {z e C: Re (22) > 1} — C wzorami

F(z) =2,G(z) = 2, gdy Re(2?) > 1 oraz Re(z) >0

F(z) = z,G(2) = —2, gdy Re(z*) > 1 oraz Re(z) <0,

to F' i G sa holomorficzne, coso F' = coso G na zbiorze {z eC: Re(zz) > 1},
a jednak nie jest prawda ani to, ze sino F' = sino GG na {z eC: Re(zQ) > 1},
ani to, ze sino FF = —sino G na {z e C: Re(zz) > 1}. Rozwiazania, ktoére
nigdzie nie odwolywaly sie do postaci zbioru U w sposéb, ktéry umozliwiatby
odroéznienie, czy jest to {z eC: Re(zQ) < 1}, czy raczej {z eC: Re(zQ) > 1},
nie byly wiec poprawne.

Uwaga 2: Funkcje ciagle F' i G okreslone na zbiorze U = {z € C: Re (z2) < 1}
wzorami F'(z) = Re(z) oraz G(z) = |Re(z)| spelniaja warunek

Veev cos (F(2)) = cos (G(2)),

a jednak nie jest prawda ani to, ze V,cy sin (F(z)) = sin (G(z)), ani to, ze
V.ev sin (F(z)) = —sin(G(z)). Nie oznacza to oczywiscie, ze zadanie bylo
btedne — funkcje te nie sa bowiem holomorficzne. Pokazuje to wszelako, ze
rozwigzania zadania, ktére nigdzie nie korzystaly z holomorficznosci funkcji f
i g w inny spos6b niz poprzez wywnioskowanie ich ciaglosci, nie mogly by¢
poprawne.



5. Niech D = {z € C: |z| < 1}, awigc D = {z € C: |z] < 1}, a takze niech
W ={z€eC: 1< |z| < 3}. Zalézmy, ze funkcja f: W — C jest holomorficzna
(na zbiorze W), a jej obraz f(W) zawiera si¢ w dysku D. Prosze udowodni¢,
ze f'(2) € D. Za wykazanie jedynie tego, Ze f'(2) € D, czyli nieco stabszej tezy,
mozna otrzymaé do 9 punktow.
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Najpierw udowodnimy teze w szczegdlnym przypadku, kiedy f(2) = 0. Rozwazmy funkcjeg: W - C

dana przez
f)
g = { = 2F2
'@ z=2
tatwo pokazad ze funkcja g jest funkcja analityczna. Niech 0 <r < 1. Na okregu C(2, r) zachodzi
If@1 1
lg(x)] = <-
r r

Z zasady maksimum, taka nieréwnos¢ zachodzi na kazdym dysku D(2, r). Przechodzac do granicy
r- 1, otrzymujemy | g(2)| <1, w szczegélnosci | f'(2)| < 1. Jednakze,jesli |f'(2)| = 1,to

| g(z) | osiaga maksimum w punkcie wewnetrzym, co oznacza ze g(z) jest funkcja statg na D(2, 1),
rowna jakiemus c eC, dla ktérego | c| = 1. Czyli f(z) = c (z-2) na D(2, 1). Z zasady identycznosci,
f(z)=c(z-2)naW. Ale to oznacza ze |f(-2)| = | c(-4)| =4, co przeczy zatozeniu f(W) c D(0, 1).

Teraz zatézmy ze f(2) # 0. Dla p € D(0, 1), istnieje przeksztatcenie Blaschkego by, : D(0, 1) » D(0, 1)

bp(d) = —
P = 1-zp
Niech h: W - C bedzie dane przez
f@-f2
hz) = ————
1-fQ2) f(2)

Poniewaz |f(2)]| <1, i |f(2)| <1, wiec |h(z)| <1 (czylih:W - D(0, 1)) oraz h(2) = 0. Z powyzszego
argumentu wnioskujemy ze | h'(2) | < 1. Rozniczkujac h otrzymujemy
"2
vay= 32
1-1f@P

Coyli 1F(2)] < |H(2)] < 1.



1. Na zbiorze H; = {z € C: Im(z) > 0} okreslmy funkcje ¢ : Hy — C wzorem
() = e'* — 1. Prosze udowodnié, ze |1(2)| < |z| dla wszystkich 2z € H..

Przykladowe rozwiazanie: Dla z € Hy niech x = Re(z) oraz y = Im(z).
Wéwcezas y > 0, a takze

[v(2)]? = ‘eiz - 1’2 = }e_yJ’iz - 1|2 = ’e_yeix — 1|2 = |e"¥(cosz +isinz) — 1|2
=|(e¥cosz—1)+i-e¥ sinx|2 = (e ¥ cosz — 1)2 + (e7¥ sinsc)2
=e Wcos?r—2e Y cosz+1+e ¥sin®x =e . ( cos? x+sin? x) —2e Ycosz+1
=e -2 Ycosz+1=(1-2e"Y+e ) +2e¥(1—cosx)
=(1- e_y)2 +2e7Y - 2sin*(z/2) = (1 — e_y)2 +e Y. (2 |sin(z/2)])?
<yP eV (2e/2)? <y’ 4 o) =2 P = o+ iyl = |2,
co konczy rozwiazanie zadania, przy czym skorzystaliSmy tu z prostych faktéw
znanych Panstwu z Analizy Matematycznej I: 1 —y < e~ ¥ < 1, skad wynika, ze

1—e¥€[0,y], wiec (1— e_y)2 € [0,4?]; ponadto |sint| < |t| dla dowolnego ¢
rzeczywistego, czego uzywamy tu dla t = z/2.

Alternatywne rozwiazanie: Zdefiniujmy funkcje f. : [0,1] — C wzorem
f-(s) = €'** i zauwazmy, ze dla kazdego s € [0, 1]

If.(s)| = ’izem| =i| - |2| - |eisz| =12 . oRe(is2)

= 2] -0 = |2 < |2| -0 = |2 - 1= |2],

— skorzystalismy tu z tego, ze Vuec |e"| = efe() oraz Re(iu) = —Im(u), a takze

z tego, ze poniewaz s € [0, 1], z za$§ ma dodatnig czes$é urojona, to Im(sz) > 0.
Teraz wystarczy zauwazy¢, ze

1
vle) = £.0) - £0) = [ fi(5)s
0
wiec na mocy catkowej nieréwnosci trojkata

(=) = ]/01f4<s>ds\ s/olif;<s>|ds§/ol|z|ds|z|/01 ds =2 1=,

co nalezalo udowodnic.

Uwaga: Mozna rowniez uzy¢ nieréwnosci trojkata dla catki krzywoliniowej:

B = 19(2) =0l = [0 —v ) =[ | #/(w)du] < 2(0.2]) swp [0'(w)

we|0,z]
=|z|- sup ‘ieiw‘ =|z|- sup |i]- ’ei“’| =|z|- sup |eiw| =|z|- sup eRe(iw)
we(0,z] we(0,z we(0,z we(0,z]

=lel sup o) < o] o =[e] 1= el
we|0,z

skorzystaliémy tu z tego, ze (0, z] C H, poniewaz z € H,.



5. NiecchD ={z € C: |2|] <1}, awigc D = {z € C: |z| < 1}, a takze niech
W ={ze€C: 1< |z| <3} Zalézmy, ze funkcja f: W — C jest holomorficzna
(na zbiorze W), a jej obraz f(W) zawiera si¢ w dysku D. Prosze udowodnié,
ze f'(2) € D. Za wykazanie jedynie tego, Ze f'(2) € D, czyli nieco stabszej tezy,
mozna otrzymaé do 9 punktow.

Przykladowe rozwiazanie prostszej czesci zadania (tej za 9 punktéw):
Z nieréwnosci tréjkata wynika, ze jesli |z — 2] < 1, to 1 < |z| < 3, a zatem
D(2,1) ¢ W. Dla r € (0,1) rozwazmy droge zamknieta v, : [0,27] — D(2,1)
okreglong wzorem 7,(t) = 2 + rel’. Z udowodnionego na wykladzie wzoru
catkowego Cauchy’ego dla pochodnej wynika, ze

oy L f(w)
f(2)—2m/%(w_2)2dw7

wiec na mocy catkowej nieréwnosci trojkata

4;£Q£1,‘__2WT_ sp @)

11'(2)] < %L(%) - sup

wedD(2,r) (’LU - 2)2 2m weC: |lw—2|=r |w - 2‘2
flw) 1 1 1
e sp O < s ) < L= L
weC: lw—2|=r T T weC: jw=2|=r T wew r

przy czym skorzystaliSmy z tego, ze f(W) C D C D, czyli sup,ew |f(w)] < 1.
Skoro zaé | f'(2)| < 1/r dla kazdego r € (0,1), to |f(2)] < infeo1)1/r =1,
wigc f(2) € D, co nalezalo udowodnié.



Egzamin poprawkowy z Funkcji Analitycznych (19 II 2025)

1. Niech Hy = {z € C: Im(z) > 0} i niech ¢ : H; — C bedzie taka funkcja
holomorficzna (na H ), ze (i) =i oraz o (Hy) C Hy, tzn. Voen, (z) € Hy.
Prosze udowodnié, ze [’ (i)| < 2025.

Przykladowe rozwiazanie: Poniewaz dla kazdej liczby zespolonej u prawdziwa
jest réwno$é || = e~Im(®) — a ponadto dla kazdego z € H réwniez ¢(z) € Hy,
czyli Im(zb(z)) > 0 — to funkcja f : H; — C zdefiniowana wzorem f(z) = e'¥(*)
spelia warunek |f(z)] = e ™% () < 1 dla wszystkich z € H . Rozwazmy
droge zamknieta 7 : [0, 2] — H. okreslona wzorem v(t) =i+ e (obiegajaca
w kierunku naturalnym, tzn. przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara, okrag
o $rodku w punkcie i oraz promieniu 1/2, czyli o obwodzie 7, zawierajacy sie
wraz z catym dyskiem domknigtym D(i, 1/2) w péiptaszczyznie H, ). Funkcja f
jest holomorficzna na H, bo jest zlozeniem funkcji holomorficznych u + e'*
oraz 1; mozemy zatem odczytaé jej pochodna w punkcie zp = i ze wzoru
calkowego Cauchy’ego dla pierwszej pochodnej,

iy L f(z)
f<1)_27ri/y(z—i)2dz’

nastepnie zas zastosowaé catkowa nierownosé trojkata, by otrzymaé oszacowanie

” 1 f(r(®) 1 [F(v(1)]
—_— L . — = — ﬂ- . —_—
O s O e G = 1| 2 ™ o Jet2P
L sup le sup |f(2)| <2 sup |f(2)] < 2.
2 iepo2n 1/4 2€C(i,1/2) z€H,

Wiemy réwniez, ze dla kazdego z € H
d . .
f/(Z) = &elw(z) = iw'(z) . elw(z)7

wiee w szezegélnosei f/(1) = i/ (i)e?®) = iy (i)elt = i)/ (i)e ™!, a co za tym idzie,
|F/G) =[] |¥' ()] -|e”!| = e~ |9/ (i)|. Korzystajac z wezesniej udowodnionego
oszacowania, otrzymujemy stad

W' (@) =e-|f({)] <e-2< 2025,
co nalezalo udowodnié.

Uwaga: Warto zastanowic sie, dlaczego w powyzszym rozwiazaniu stosowalismy
wzér catkowy Cauchy’ego do funkcji f zamiast do funkcji v, ktérej dotyczy
tre$¢ zadania. Powodem bylo to, ze zalozenia zadania pozwalaja wprawdzie
(np. uzywajac homografii przeprowadzajacej H, na dysk jednostkowy, punkt i
natomiast na zero, a nastepnie stosujac lemat Schwarza) oszacowaé z goéry
SUP.eci,/2) [¥(2)| przez stala wystarczajaco mala, by zastosowanie catkowej
nierownosci tréjkata pozwolilo zakonczyé rozwiazanie zadania réwniez ta druga
metoda, ale jest to wyraznie zmudniejsze niz powyzsze rachunki.



Omawiane zadanie mozna réwniez rozwiazac¢, korzystajac z nastepujacego faktu
dla U = Hy oraz zp =i.

Fakt: Zalézmy, ze U jest otwartym, ale nie gestym, podzbiorem plaszczyzny
zespolonej. Niech zp € U i niech ¢ : U — C bedzie taka funkcja holomorficzna
(ma U), ze ¥(29) = 2zp oraz Y(U) C U, tzn. V,ey ¥(z) € U. Wtedy |[¢'(20)| < 1.

Uwaga: Przyktad 1(2) = 22, 20 = 1 oraz U = C lub U = C\ {0} pokazuje, ze
powyzszy fakt po usunieciu z niego zalozenia zapisanego pogrubionym drukiem
przestaje by¢ prawdziwy.

Dowéd Faktu: Skoro U jest zbiorem otwartym, to istnieje takie ¢ > 0, ze
D(29,¢) C U; poniewaz za$ U nie jest gesty w C, to istnieja takie z; € C\ U
oraz § > 0, ze D(z1,0) NU = 0. Zdefiniujmy rekurencyjnie na zbiorze U ciag
funkeji (¢,)52, wzorami 1 = ¢ oraz 11 = ¥, o ¢ dla n > 1; wystepujace
w tej definicji ztozenie funkcji jest dobrze okreslone, gdyz ¢(U) C U. Rzecz jasna
Yo = Yo, Y3 = Yoo itd. Korzystajac z indukcji naturalnej wzgledem
parametru n, tatwo dowodzimy, ze dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n
funkcja 1, jest holomorficzna na U i przyjmuje wartosci tylko w zbiorze U,

a ponadto ¥, (z0) = 2. Zauwazmy, ze poniewaz dla kazdego z € U

Vi (2) = S (9(2)) = v (8(2)) - 9/(2),

to w szczegdlnosci ¥y, 1 (20) = ¥y, (20) -9 (20), wigc — znowu korzystajac z prostej
indukeji naturalnej wzgledem n — wnioskujemy stad, ze ] (z9) = (w’(zo))n
dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n. Okreslmy funkcje f,, : U — C wzorem
fu(z) = 1/(1/)n(z) — zl). Oczywiscie f, jest holomorficzna na U, a ponadto
|fn(2)] < 1/dist(21,¢n(U)) < 1/dist(z1,U) < 1/6 dla kazdego z € U. Wzér
calkowy Cauchy’ego na okregu C(zp,¢€) na pierwsza pochodna funkeji f,,

fT’L(zO)_ 1 /C fni(z)dz’

B % (z0,€) (Z - 20)2

po zastosowaniu catkowej nieréwnosci trojkata prowadzi do oszacowania

1 fn(2)
"(20)] < =— - L(C(20,€)) - su —
|fr(20)] < o ( (20 )) Zec(sm) (2 — 2)2
n Sup, z nlZ 1/6 1
— ~ .27m¢- sup |f7(2)|2:€, Pecu;)\f()ISL:i’
2m 2€C(20,¢) |2 — 20l € e be
a poniewaz
gL L ) (W)
n dz ’l/)n(z) — 21 lz=2¢ ('wn(ZO) o 21)2 (ZO _ 2’1)2’
to | £ (z0)] = |9 (20)|" /|20 — 21|?, co wraz z tym oszacowaniem dowodzi, ze

¥ (20)] < /120 — 21267 1e~1 =5 1,

skad wynika juz teza Faktu.



FUNKCJE ANALITYCZNE — EGZAMIN POPRAWKOWY

Zadanie 1. Niech H,{z € C: Im(z) > 0} i niech ¢: H; — C bedzie taka funkcja
holomorficzng (na H ), ze ¢(i) = i oraz ¢(H;) C Hy, tzn. dla kazdego z € Hy,
1 (z) € H. Prosze udowodnié, ze [¢'(i)| < 2025.

Powyzsze zadanie jest typowym przykladem zadania, w ktorym mozna skorzy-
sta¢ z Lematu Schwarza. Jednak w pracach, ktére sprawdzalem, pojawito si¢ jeszcze
jedno rozwiazanie, ktére nie korzysta w sposéb jawny z Lematu Schwarza, a odwo-
tuje si¢ do nieréwnoéci Cauchy’ego. Z tego wzgledu omoéwie dwa rozwigzania tego
zadania.

Rozwigzanie nr 1. Zacznijmy zatem od przypomnienia Lematu Schwarza.

Lemat 1 (Schwarza). Niech
D=D(0,1)={z€C: |z| < 1}.

Zal6zmy, ze mamy funkcje analityczna f: D — C taka, ze dla kazdego z € C,
If(2)] < 1, tj. (D) C D. Jedli f(0) = 0, wowczas dla kazdego 2z € D, |f(2)| < |7|
oraz |f'(0)| < 1.

Gorna poélptaszezyzne Hy mozemy przeksztatci¢ konforemnie na dysk jednostko-

wy przy pomocy homografii h(z) = 'Z_; Dodatkowo, homografia h spetnia h(i) = 0.

Rozwazmy funkcje g = hot o h™!: D — D. Zauwazmy, ze g(D) C D oraz
9(0) = h(y¥(h=(0))) = h((i)) = h(i) = 0.

Zatem, funkcja g spelnia zalozenia Lematu Schwarza. W konsekwencji, mamy

g'(0)] < 1.

7 drugiej strony:
g'(0) = 1 (p(h=(0))) - ¢'(h=(0)) - (R™1)'(0) = W (i) - ¢’ (d) - (A~ 1)/ (0).

Korzystajac z wlasnosci pochodnych mamy

zatem
To pokazuje, ze

co konczy dowod.

Rozwiazanie nr 2. Niech ¢: H; — C bedzie funkcja, ktéra ma wlasnosci jak w
treéci zadania. Rozwazmy tez homografie h = i;i, ktéra przeksztalca obszar Hy na
dysk jednostkowy D w taki sposéb, ze h(i) = 0. Rozwazmy teraz funkcje g = h o).
Wéwcezas g(Hy) C D, tj., dla kazdego z € Hy mamy |g(z)| < 1, oraz g(i) = 0.
Dodatkowo,




2 FUNKCJE ANALITYCZNE — EGZAMIN POPRAWKOWY

Mamy . )
h'(z) = i oraz |h'(i)| = 3

Zatem

(1) [ ()] = 2|g'(9)]-

Ustalmy 0 < R < 1. Zauwazmy, ze D(i, R) C H, Stosujac nieréwno$é Cau-
chy’ego do funkcji g na dysku D(i, R) otrzymamy

1 1
l9'(i)] =5+ sup |g(z)| < .

R |.—i<r R

Przechodzac do granicy R — 1~ otrzymamy
lg' (D) < 1.
Korzystajac z (1) otrzymamy
[W'(0)] = 2lg'(i)] < 2.
Niektorzy prébowali argumentowaé nastepujaco: skoro |g(i)] = 1, to istnieje

0 < R < 1 takie, ze
(2) sup [(z)] < 2.

lz—i|<R

Woweczas, korzystajac z nieréwnosci Cauchy’ego, otrzymujemy

YOl <

W tym przypadku dostajemy jakies oszacowanie na |’ (i), ale trzeba jeszcze jako$
uargumentowad, ze mozemy wybraé¢ 0 < R < 1 takie, zeby

2
— < 2025.
R

Niestety, pomimo tego, ze wiele oséb prébowalo argumentowaé¢ w ten sposob, ta
metoda prowadzita donikad.



Funkcje analityczne, semestr zimowy 2024 /2025

Wrzorcowe rozwigzanie zadania 2. z egzaminu poprawkowego

Michat Kotowski

Zadanie 1. Niech D = {z € C : |z| < 1}. Prosze rozstrzygnaé, czy istnieje taka funkcja
holomorficzna f : D — C, ze sup,c(_y 1y |f(t)| < 5555, ale sup.cp |f(2)] > 2025. Odpowiedz
nalezy scisle uzasadnic.

Rozwigzanie. Funkcja taka istnieje — warunki zadania spetnia na przyktad

1 iCz

gdzie C € R jest odpowiednio dobrana stalg.
Istotnie, jesli t € (—1,1), to mamy

1 1. 1 1
)] = iCt| _ iCt| _ < )
gol ‘20266 2026 | | 2026 ~ 2025
Z kolei dla z = —% € D mamy
_— = — 2 = .
’f ( 2)‘ 2026 |° 2026°

Wystarczy teraz przyjaé stalg C taka, ze wyrazenie po prawej stronie jest wieksze od 2025.
Wowezas ‘f (—%)’ > 2025, wiec w szczegdlnosci sup,op | f(2)] > 2025. O



Rozwigzanie wzorcowe zadania nr 3 z egzaminu poprawkowego

Zadanie 3. To zadanie sktada sie z trzech punktow.
(a) Prosze udowodni¢ istnienie takiej funkcji catkowitej g, ze

) 2
V.ec 23-g(z)zelz—1—iz+%.

(b) Prosze obliczy¢
R

li t) dt
Aim ng() ,

przy czym R przyjmuje tu jedynie wartosci dodatnie (a wiec rzeczywiste).

(c) Prosze obliczy¢ wartosé catki
¢ —sint
—— dt.
0 t
Rozwigzanie.

(a) Korzystajac ze znanego rozwiniecia funkcji exp w szereg Maclaurina (o nieskoriczonym
promieniu zbieznosci) rozwinmy funkcje e — 1 + iz + % w szereg potegowy (o nieskonczonym
promieniu zbieznosci):

2 )2 .\3 2
iz . 2 . (12’) (IZ) : z
e —1—1z+2—<1+1z+ 51 =+ 3l + ... —1—1z+5—
St (iz)n nek+3 3 e ik+3zk
> ro 2 k+3)!
n=3 G k=0 ( + o)

Wynika stad, ze g(z) =Y ro %, przy czym rowno$é ma miejsce dla wszystkich z € C.
(Inny sposéb: funkcja g jest holomorficzna na C \ {0} jako iloraz funkcji holomorficznych el* —

. L2
1+iz+ % i 23. Jedynym problematycznym punktem jest zatem z = 0, gdzie iloraz %

ma osobliwoé¢. Teraz wystarczy sprawdzié, ze jest to osobliwosé pozorna, na przyktad liczac
. 2
e —1+iz+5- )

granice lim,_ g

(b) Rozwazmy catke z funkcji g po konturze I' bedacym suma odcinka [—R, R] oraz gornego
potokregu o parametryzacji 6 — Re'?, gdzie 6 € [0, 71]. Poniewaz g jest catkowite, oczywiscie

R
/g(z) dz =0, wobec czego / g(z) dz = —/ g(z) dz .
r -R R-polokrag

Catke po potokregu mozemy rozbi¢ na sktadniki

el 1 i 1 1
/ 9(z) dz:/ 3dz—/ 3dz—/ — dz+5 —dz.
R-polokrag R-polokrag # R-potokrag # R—potokrag < 2 R—potokrag #

Zauwazmy, ze pierwsze trzy sktadniki znikaja w granicy R — +o00, co wynika z oszacowarl
i—;\ < 2 \z%] < . oraz | =] < % prawdziwych na potokregu. 7 kolei ostatnig catke mozemy

R3 R3?
policzyé bezposrednio
1 1 1 /™ 1 - i
/ dz:/ iR = T
2 R-polokrag z 2 0 Re 2

Ostatecznie



()

Zacznijmy od obserwacji, ze funkcja podcatkowa jest parzysta, wobec czego

¢ —gint 1 [ t—sint 1 (B¢ —sint
tzsmt o2 tzsmt o hm - tzsmt g
0 13 2 13 Rot+02 | p 13

—0o0

Teraz zauwazmy, ze dla t € R mamy

et —1—it+ L cos(t) +isin(t) — 1 —it+ & sin(t) —t
%(g(t)) =3 < 3 2 =& 3 2 — 3 .

Wobec powyzszego

lim
R—+oco J_ R t3 R—+co J_Rp R—+o00

Wobec wynikéw z poprzedniego punktu wnioskujemy, ze wartos¢ szukanej catki wynosi Z.

Frosin®) g [ (gl ds = — tim s(/};g(z)d,z)—%(z)—g.

s
4

Dwa stowa o kryteriach oceniania: Za punkt (a) mozna bylo dosta¢ 4 punkty. Zasadniczo ten
punkt nie budzit probleméw. Pojedyncze punkty odbieralem na przyktad za brak komentarza
na temat promienia zbieznosci rozwiniecia g w szereg potegowy.

Punkty (b) i (¢) rozpatrywatem lacznie, gdyz sa ze soba zwigzane. W sumie za te dwa punkty
mozna byto uzyska¢ 11 punktéw. Pelnych lub prawie pelnych rozwiazan bylo stosunkowo mato.
Czesciowe punkty dawaltem za nastepujace elementy rozumowania:

do 3 punktéow za spostrzezenie, ze catka z g (lub odpowiednia catka w punkcie (c¢)) po
zamknietym konturze wynosi zero i propozycje odpowiedniego konturu do catkowania

do 2 punktéw za rozumowanie polegajace na szacowaniu poszczegdlnych sktadnikéw catki,
lub rachunku tych sktadnikéw przy pomocy odpowiedniej funkcji pierwotnej. Czestym
bledem przy szacowaniu catki na gérnym poétokregu bylo pomijanie sktadnika % 7 uwagi
na oszacowanie \%] < % bez refleksji, ze catkujemy po konturze dtugosci mR.

do 1 punktu za obserwacje na temat parzystosci funkcji w punkcie (c)
do 2 punktow za zauwazenie zwigzku pomiedzy punktami (b) i (c)
do 2 punktéw za poprawne wyniki liczbowe

pojawialy sie tez proby uzyskania wyniku przez calkowanie rozwiniecia funkcji g(z) wy-
raz po wyrazie. Zasadniczo nie prowadza one do wyniku, ale za taka prébe mozna byto
uzyska¢ do 2 punktéw. W pojedynczych przypadkach préba catkowania wyraz po wyrazie
skutkowala obserwacja na temat zwiazku caltek z punktu (b) i (c¢), co bylo premiowane
dodatkowymi punktami.



Egzamin poprawkowy z Funkcji Analitycznych (19 II 2025)

4. Niech D = {z € C: |z] < 1}. Zalézmy, ze funkcja f : C — C jest catkowita
(tzn. holomorficzna na C), a ponadto lim,_,+ f((0) = 0 oraz

lim (sup ‘f(")(z) — f(z)’) =0,
n—oo z€eD

przy czym f(™ oznacza tu n-ta pochodna (zespolona) funkcji f. Prosze dowiesé,
ze f(m) = 0.

Przykladowe rozwiazanie: Funkcja f jest catkowita, totez catkowite (wiec
rézniczkowalne w sensie zespolonym na dysku D) sa takze wszystkie jej pochodne.
Warunek lim,, .o (Supzen ‘f(")(z) — f(z)|) = 0 wyraza jednostajna zbieznosé
f do f na D, gdy n — oo; w szczegdlnosci f(™) zbiega niemal jednostajnie
do f na D, gdy n — oo, zatem na mocy twierdzenia Weierstrassa ( f (”)), dazy
niemal jednostajnie do f’ na D, gdy n — oo, co oznacza, ze f("*t1) zbiega
niemal jednostajnie do f/ na D, gdy n — oo, a wiec po prostu f( zbiega
niemal jednostajnie do f’ na I, gdy n — oo. Zbiezno$¢ niemal jednostajna
pociaga oczywiscie punktowa (kazdy jednoelementowy podzbiér dysku D jest
zwartym podzbiorem plaszczyzny zespolonej), stad

Veen f(2) = lim f(2) = f'(2).

Co za tym idzie,

d
T Re) =1 = f(z)e™* = (J'(z) = f(2))e" = 0-e7* =0

z
na D, a poniewaz dysk D jest obszarem, dowodzi to, iz z — f(z)e™* jest funkcja
stala na D, czyli istnieje taka liczba zespolona u, ze V.ep f(2) = ue™*. Ponadto
z zatozen zadania wnioskujemy, ze

F(0) = lim f)(0) =0,
n—oo

stad za$ u = ue® = ue™® = f(0) = 0, co oznacza, ze f = 0 na D, wiec
0 jest miejscem zerowym funkcji f, ktore nie jest zerem izolowanym. Skoro
f jest funkcja calkowita, a plaszczyzna zespolona jest obszarem, to z zasady
izolowanych zer wnioskujemy, ze f = 0 na C; w szczegdlnosei f(m) = 0, co bylo
do udowodnienia.

Uwaga: Twierdzenie Weierstrassa nie bez powodu méwi o niemal jedno-
stajnej zbieznosci, a nie po prostu o zbieznosci jednostajnej. Na przyklad sumy
czeSciowe szeregu potegowego » o n=3/22" zbiegaja do jego sumy jednostajnie
na D (wynika to z kryterium majoryzacyjnego Weierstrassa), a mimo to ich
pochodne nie zbiegaja jednostajnie na D do pochodnej jego sumy (dos$é tatwo
wykazaé, ze ich ciag nie spelia jednostajnego warunku Cauchy’ego na D), choé
oczywiscie zbiegaja na D do pochodnej jego sumy niemal jednostajnie. Niektore
rozwiazania zadania czwartego przeslizgiwaly sie zbyt beztrosko nad réznica
miedzy tymi dwoma rodzajami zbieznosci.



Uwaga 2: Wcale nie jest prawda, ze jedli funkcje catkowite ¢, (a wlasciwie
ich obciecia do otwartego dysku jednostkowego D) zbiegaja na D jednostajnie
do zera, gdy n — oo, to rowniez na calej plaszczyznie zespolonej zbiegaja one
(cho¢by punktowo) do zera, gdy n — oo. Prostym kontrprzykladem na taka
rzekoma wersje zasady identycznosci sa funkcje okreslone wzorem ¢, (z) = 2™ /n.

Alternatywne rozwiazanie: Poniewaz funkcja f jest calkowita, to na calej
plaszczyznie zespolonej rozwija sie w swdj szereg Taylora (jest to udowodniony
na wyktadzie wniosek ze wzoru catkowego Cauchy’ego):

)

Viec f(2) = f(0)+ Z

Skoro zas funkcja f jest catkowita, to catkowite sa réwniez wszystkie jej pochodne
(to réwniez udowodniony na wykladzie wniosek ze wzoru catkowego Cauchy’ego),
wiec mozna do nich zastosowaé analogiczne rozumowanie, otrzymujac

X r(m+n)
Veec FM(2) = £ (0) + Y fni'(c»
n=1 :

Gdy z € D, to ’z”‘ = |z|" < 1, z nieréwnodci tréjkata wnioskujemy zatem, ze

o (m+n) 0
aup 1 (2)| < | o]+ 3 O
z€D n—1

n!

oo

5 (k)
(k) SUupyg. k>m |f (0)| . (k)
< [100]+ 3 e lOL oy (),

n=1

skad juz wynika, ze

lim sup (sup ‘f(m)(z)’) <e-limsup ’f(m)(O)‘.
m—roo

m— oo zeD

Poniewaz jednak jedno z zalozen zadania méwi, ze lim,,_,o f(™(0) = 0, a wiec
réwniez lim,, .o | i (O)’ = 0, to prawa strona powyzszej nieréwnosci jest
zerem. Stad wnioskujemy, Ze sup,¢p |f(m)(z)’ zbiega do zera, gdy m — oo,
na mocy nieréwnosci tréjkata zatem

m—r o0

sup|f(2)] < sup |f™ (2)] +sup | f™(2) — f(2)| "= 040 =0
z€D z€eD z€D

o zbieznosci drugiego skiladnika do zera moéwily juz same zalozenia zadania.
W ten sposéb udowodnilidmy, ze sup,cp | f(2)] = 0, czyli f = 0 na D, réwnosé
f(m) = 0 wywodzimy stad za$ tak samo, jak w zakoriczeniu poprzedniego
rozwiazania.
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